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مقدمه:
 كتاب حاضر مشتمل بر دو بخش استاتيك (فصل هاى 1 تا 6) و مقاومت مصالح مقدماتى 

(فصل هاى 7 تا 9) است كه تحت عنوان ايستايى به رشته تحرير درآمده است.
با توجه به اين كه هنرجويان رشتة ساختمان دروس استاتيك و مقاومت مصالح را در سه 
مقطع متوسطه، كاردانى و كارشناسى ناپيوسته مى گذرانند، لذا در اين مقطع سعى شده است 
مبانى مقدماتى دروس فوق الذكر با تأكيد بيشتر بر روى استاتيك مد نظر قرار گيرد و در 

بخش مقاومت مصالح مقدماتى صرفاً به آشنايى با مبانى مقاومت مصالح اكتفا شده است.
با توجه به اين كه اغلب آيين نامه هاى ساختمانى از دستگاه آحاد اندازه گيرى بين المللى (SI) استفاده 

مى كنند، در اين كتاب نيز از اين دستگاه به عنوان دستگاه آحاد اندازه گيرى استفاده شده است.
در فصل اول كتاب به مفاهيم عمومى و تعاريف پايه در مكانيك نيوتنى اشاره شده است. و در 

فصل دوم، هنرجويان با بردارها و جمع و تفريق بردارها به صورت ترسيمى آشنا مى شوند.
در فصل سوم به محاسبة برآيند نيروها و گشتاور نيروها حول يك نقطه در حالت دوبعدى 

پرداخته مى شود.
در فصل چهارم تعادل نقطة مادى و تعادل اجسام صلب مورد بررسى قرار مى گيرد.

در فصل پنجم تحليل سازه هاى ساختمانى شامل خرپا و تير بيان مى گردد.
فصل ششم خواص هندسى سطوح را مطرح مى نمايد.

در فصل هفتم و هشتم تنش هاى محورى و برشى مورد بررسى واقع شده اند.
در فصل نهم براى ايجاد انگيزه در هنرجويان تعيين شماره مقطع تير به صورت ساده و صرفاً 

به منظور آشنايى با نحوة طراحى مطرح گرديده است.
از آن جايى كه آموزش بصرى (استفاده از تصاوير و فيلم) در يادگيرى تأثير بيشترى دارد، به 
همراه كتاب، لوح فشرده اى شامل فايل pdf كتاب به همراه فيلم هاى آموزشى ارائه مى گردد 

كه با كليك كردن روى آيكون فيلم، فيلم آموزشى آن بخش نمايش داده مى شود.
توصيه به همكاران گرامى:

1- استفاده و آموزش ماشين حساب غيربرنامه پذير آزاد است و بهتر است در هر كلاس از 
يك نوع تهيه گردد.

2- استفاده از راه حل هاى مختلف توسط هنرجويان آزاد مى باشد.



بخش،  هر  موضوع  با  متناسب  استاتيكى  مسائل  بهتر  تفهيم  به منظور  مى شود  توصيه   -3
دست سازه هاى لازم توسط هنرجويان تهيه و مورد استفاده قرار گيرد. به عنوان مثال: انواع 

تكيه گاه ها - خرپاها و . . . مى توانند به عنوان موضوع دست سازه ها قرار گيرند.
4- دقت محاسبات تا دو رقم اعشار كفايت مى نمايد و تنها در مورد نسبت هاى مثلثاتى تا 

سه رقم اعشار در نظر گرفته شود.
5- در حل مسائل آخر هر فصل نحوة تحليل مسائل داراى اشكال پيچيده، با ترسيمات ساده 

براى هنرجويان تشريح گردد.
6- در ارائة مسائل كتاب سعى شده است اجزاى ساختمانى به صورت واقعى نمايش داده 
شود تا از اين طريق هنرجويان تجسم بهترى از سازه هاى ساختمانى پيدا كنند، بنابراين لازم 
است همكاران محترم در زمان مناسب، نحوة مدل كردن اين اشكال را به منظور حل مسأله 

براى هنرجويان تشريح نمايند.
توصيه به هنرجويان عزيز:

براى درك و فهم بهتر مسائل ايستايى توصيه مى شود ابتدا مطالب تئورى را به دقت مطالعه 
نمائيد و سپس مثال هاى حل شده را بدون توجه به راه حل آن ها تحليل نموده و در نهايت 
جواب هاى خود را با جواب هاى كتاب مقايسه نمائيد و موارد و علت اختلاف احتمالى 
جواب ها را بررسى نمائيد. تنها به اين شيوه مى توانيد از اين كتاب كه سعى شده است بسيار 

ساده و روان در اختيار شما قرار گيرد بهره مند شويد.
به منظور حل مسائل آخر هر فصل توصيه مى گردد:

1- مسئله را به دقت مطالعه كرده و معلومات و مجهولات آن را يادداشت نمائيد.
2- در صورت نياز تبديل واحدهاى لازم را انجام دهيد.

3- شكل مسئله را به صورت ساده ترسيم نموده و اطلاعات لازم را روى آن نشان دهيد.
4- روابط مورد نياز را بنويسيد. داده هاى مسئله را در آن ها قرار داده و مجهولات را به دست آوريد.

5- سعى كنيد جواب مسئله را از ديد فنى بررسى و از منطقى بودن آن ها اطمينان حاصل كنيد.
و در انتها:

از كليه بزرگواران و صاحب نظران درخواست مى شود، نظرات و پيشنهادات خود را به اين 
دفتر ارسال كرده تا در چاپ هاى بعدى مورد استفاده قرار گيرد.

با تشكر - مؤلفين



هدف كلي
آشنايى با مبانى علوم استاتيك و مقاومت مصالح



فهرست:
بخش اول - استاتيك

فصل اول - مقدمه و مفاهيم عمومى
1-1          تعريف علم مكانيك . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2
3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1-2          مفاهيم اصلى در علم مكانيك
3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (Space) 1-2-1-     فضا
3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (Time) 1-2-2-     زمان
3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (Mass) 1-2-3-     جرم
3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (Force) 1-2-4-     نيرو
1-3          فرضيات. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3
3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (Rigid Body) 1) جسم صلب              
3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (Particle) 2) نقطه مادى              
1-4          قوانين نيوتن . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3
1-4-1-     قانون اول نيوتن  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3
1-4-2-     قانون دوم نيوتن  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .4
4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1-4-3-     قانون سوم نيوتن 

فصل دوم - برُدارها
2-1          كميت هاى فيزيكى . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .8
2-1-1-    كميت هاى عددى يا اسكالر . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .8
8. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2-1-2-    كميت هاى بردارى 
8. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (Vector) 2-2          بردارها
2-3         انواع بردارها . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .9
2-3-1-    بردار لغزان . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .9
9. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2-3-2-     بردار ثابت 
2-3-3-     بردارهاى هم سنگ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .9
2-3-4-     بردارهاى زوج  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .9
2-3-5-     بردارهاى مخالف . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10
2-3-6-     بردار يكه (واحد)  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10
2-3-7-     بردار نيرو  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .10



2-4          جمع و تفريق بردارها . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .11
2-4-1-     روش هاى جمع و تفريق بردارها . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .11
2-4-1-1- روش ترسيمى . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .11
11. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .               الف) روش مثلث
              ب) روش متوازى الاضلاع . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .12
              ج) روش چندضلعى. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .13
18. . . . . . . . . . . . . . . . 2-5          تجزية يك بردار به مؤلفه هاى آن به روش ترسيمى
2-6          تجزية يك بردار به مؤلفه هاى متعامد آن در دستگاه مختصات دكارتى . . . . . . . . .19
2-6-1-     نمايش بردارى يك بردار در دستگاه مختصات دكارتى . . . . . . . . . . . . .21
2-7          تعيين اندازة يك بردار با استفاده از مؤلفه هاى متعامد آن . . . . . . . . . . . .21

فصل سوم - نيرو و سامانه هاى نيرويى
3-1          انواع نيرو . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .28
3-1-1-    نيروهاى خارجى. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .28
3-1-2-     نيروهاى داخلى . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .29
3-2          برآيند سامانه هاى نيرويى وارد بر نقطه مادى به روش محاسباتى . . . . . . .30
30. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3-2-1-    برآيند نيروهاى هم راستا و موازى 
3-2-2-    برآيند دو نيروى متعامد . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .31
3-2-3-    محاسبة برآيند سامانة چندنيرويى وارد به نقطة مادى . . . . . . . . . . . . . . .32
3-3          گشتاور، لنگر (مُمان). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .39
3-4          گشتاور چند نيرو . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .41
3-5          قضيه وارينون . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .42
3-6          زوج نيرو. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .45
45. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3-6-1-     خصوصيات زوج نيرو

فصل چهارم -  تعادل
4-1          تعادل. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .50
4-1-1-     تعادل نقطة مادى . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .51
4-1-1-2-  پيكر آزاد جسم . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .52
4-1-2-     تعادل جسم صلب . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .56
4-2          انواع تكيه گاه ها و عكس العمل هاى آن ها. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .57



4-2-1-     انواع تكيه گاه ها . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .57
4-3          محاسبه عكس العمل هاى تكيه گاهى اجسام صلب  . . . . . . . . . . . . . . .59

فصل پنجم - تحليل سازه هاى ساختمانى
69. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (Truss) 5- 1         خرپا
69. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5–1–1-    انواع خرپا 
5–1-2-    شكل خرپاها . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .70
71. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5–1–3-    فرضيات تحليل خرپاها
72. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5–1-4-    روش تحيل خرپا 
5–1–5-    روش مفاصل (گره ها) در تحليل خرپاها  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .72
5–1–6-    اعضاى صفر نيرويى . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .76
5-2          تحليل تيرها. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .79
79. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (Beam) 5-2-1-     تعريف تير
5-2-2-     انواع تيرها از نظر شرايط تكيه گاهى. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .79
5-2-3-     انواع بارهاى وارد به تير . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .80
5-2-4-     تعيين عكس العمل هاى تكيه گاهى تيرها با بار گسترده يكنواخت . . . . . . .81
5-2-5-     رفتار تير تحت تأثير بارهاى خارجى . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .83
5-2-6-     نيروهاى داخلى در تيرها با بار متمركز . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .83
84. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5-2-6-1-  علائم قرار دادى نيرو هاى داخلى تيرها
5-2-6-2-  محاسبة نيروهاى داخلى تيرها با بار متمركز. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .85
5-2-7-     مقادير حداكثر نيروهاى برشى و لنگر خمشى در تيرها با بار متمركز. . . . .88
88. . . . . . 5-2-8-     ترسيم نمودارهاى نيروى برشى و لنگر خمشى تيرها با بار متمركز

فصل ششم - خواص هندسى سطوح
6- 1         گشتاور اول سطح (ممان استاتيك). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .98
6-2          گشتاور اول (ممان استاتيك) سطوح مركب. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .101
6-3          مركز سطح سطوح مركب . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .103
6-4          استفاده از تقارن در تعيين مركز سطح سطوح متقارن. . . . . . . . . . . . . .106
106. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6-4-1-    سطوح با يك محور تقارن 
106. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6-4-2-     سطوح با دو محور تقارن
110. . . . . . . . (Moment of Inertia) (ممان اينرسى) 6 – 5       گشتاور دوم سطح



112. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6-6          قضيه محورهاى موازى 
6– 7        محاسبه ممان اينرسى سطوح مركب . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .114
115. . . . . . . . . . . . . . (Section Modulus) (اساس مقطع) 6– 8        مدول مقطع
119. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6– 9        مشخصات هندسى مقاطع نورد شده 

بخش دوم - مقاومت مصالح
فصل هفتم - نيرو و تنشِ محورى

129. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(Axial Load) 7-1          نيروهاى محورى
130. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (Axial Stress) 7-2          تنش محورى
7-3          تغيير طول اجسام تحت تاثير بارهاى محورى. . . . . . . . . . . . . . . . . . .136

قصل هشتم - نيرو و تنشِ برشى
8-1          نيروى برشى (مماسى). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .142
143. . . . . . . . . . . . . . . . . . . (Shear Stress) (مماسى) 8-2          تنش هاى برشى
8-3          بررسى رفتار اتصالات برشى ساده با پيچ يا پرچ . . . . . . . . . . . . . . . .144
8-3-1-    تنش كششى حداكثر ايجاد شده در ورق ها . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .144
145. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8-3-2-     تنش لهيدگى
8-3-3-     تنش برشى در پيچ ها يا پرچ ها . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .145
146. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8-3-4-     گسيختگى برشى ورق

فصل نهم - تنش در تيرها
152. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9-1          تنش خمشى در تيرها با مقطع متقارن
9-1-1-     تنش هاى خمشى حداكثر در تير . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .153
9-2          تنش برشى متوسط تيرهاى با مقطع I شكل (مطالعه آزاد) . . . . . . . . . .156
9-3              تعيين شمارة مقطع تير فولادى با استفاده از تنش خمشى ماكزيمم تحت بار متمركز. . .  158

              ضميمه - جداول مشخصات نيم رخ هاى فولادى. . . . . . . . . . . . . . . . .163
170. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .               منابع و مآخذ



1

مقدمه و 
مفاهيم عمومى

ك
اتي
است

 -
ل 
 او
ش

بخ
فصل 
اول

F F



2

 

مقدمه: 
1-1             تعريف علم مكانيك:

علم مكانيك علمى است كه شرايط سكون و حركت اجسام تحت تاثير نيرو را بررسى 
مى كند.

حوزه هاى علم مكانيك

1- مكانيك اجسام صلب

2- مكانيك اجسام تغييرشكل پذير (مقاومت مصالح)
3- مكانيك سيالات (مايعات و گازها)

- استاتيك: اجسام صلب ساكن
را مورد بررسى قرار مى دهد.

- ديناميك: اجسام صلب متحرك
را مورد بررسى قرار مى دهد.

در اين كتاب از حوزه هاى فوق، در بخش اول با مكانيك اجسام صلب ساكن (استاتيك) 
و در بخش دوم تا حدودى با مكانيك اجسام تغيير شكل پذير (مقاومت مصالح)آشنا مى شويم.



هدف هاى رفتارىهدف هاى رفتارى
پس از آموزش اين فصل از فراگير انتظار مى رود بتواند:

1- علم مكانيك را تعريف نمايد.
2- حوزه هاى علم مكانيك را بشناسد.

3- مفاهيم اصلى در علم مكانيك را بشناسد و تعريف نمايد.
4- فرضيات علم مكانيك را توضيح دهد.

5- قوانين نيوتن را تعريف كند.
6- كاربرد پيشوندهاى واحدهاى اندازه گيرى را بداند.

تاريخ مهندسى (مطالعه آزاد)
محمد كرجى از نوابغ مهندسى ايران در بيش از هزار سال پيش بوده است.

كرجى در كتاب «استخراج آب هاى زيرزمينى» به وضوح از كرويتّ زمين و قوة جاذبه 
و قوانين تعادل و حركت، كه برخى از آن ها چندين قرن بعد توسط دانشمندان اروپايى 

مطرح شد سخن مى گويد.
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1-2         مفاهيم اصلى در علم مكانيك: 
مفاهيم اصلى و مورد استفاده در علم مكانيك و معرفى يكاهاى اندازه گيرى آن ها در 

سامانة بين المللى يكاها (SI) به شرح زير مى باشد.
 :(Space) 1-2-1- فضا

ناحيه هندسى است كه رويدادهاى فيزيكى در آن رخ مى دهد. موقعيت هر نقطه در فضا را مكان مى ناميم 
كه نسبت به يك نقطة مرجع تعيين مى شود و واحد اندازه گيرى آن در سامانة SI ، متر (m) مى باشد.

 :(Time) 1-2-2- زمان
فاصلة بين وقوع دو رويداد فيزيكى زمان نام دارد و واحد اندازه گيرى آن ثانيه (s) مى باشد.

 :(Mass) 1-2-3- جرم
هر چيزى كه فضا را اشغال نمايد ماده نام دارد و جسم ماده اى است كه به وسيلة يك سطح 
بسته محدود شده است. مقدار مادة تشكيل دهندة هر جسم را جرم آن جسم مى ناميم و واحد 

اندازه گيرى آن كيلوگرم (kg) است.
 :(Force) 1-2-4- نيرو

تأثير يك جسم بر جسم ديگر را نيرو مى ناميم و واحد اندازه گيرى آن نيوتن (N) است.
1-3         فرضيات:

در علم مكانيك به منظور ساده تر شدن حل مسائل، فرضياتى به شرح زير در نظر گرفته مى شود.
 :(Rigid Body) 1) جسم صلب

جسمى است كه در اثر اعِمال نيرو تغيير شكل ندهد.
 :(Particle) 2) نقطه مادى

جسمى است كه از ابعاد آن صرف نظر مى شود؛ به عنوان مثال مى توان كره زمين را در فضا به 
صورت يك نقطه مادى در نظر گرفت.

1-4         قوانين نيوتن:
مكانيك اجسام صلب بر اساس قوانين نيوتن به شرح زير استوار است:

1-4-1- قانون اول نيوتن: 
هرگاه مجموع نيروهاى وارد بر يك جسم صفر باشد:

اگر جسم ساكن باشد تا ابد ساكن باقى مى ماند.
اگر در حال حركت باشد به حركت يكنواخت و مستقيم الخط خود ادامه مى دهد.
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يك مورد خاص و بسيار مهم اين قانون وزن اجسام است كه به صورت زير تعريف 
مى شود:

 :(Weight) تعريف وزن
وزن نيرويى است كه از طرف زمين به اجسام وارد مى شود و با رابطه (1-2) بيان مى گردد كه 

شباهت زيادى با رابطه F=m.a دارد.
(2-1)                   

1-4-3- قانون سوم نيوتن: 
هر عملى را عكس العملى است مساوى با آن و در جهت خلاف آن.

w : وزن جسم بر حسب نيوتن
kg جرم جسم بر حسب : m

) مى باشد. mg /
s

=  29 81 10 g : شتاب جاذبه زمين معادل (
تذكر: 

واحد ديگر وزن، كيلوگرم نيرو (kgf) مى باشد كه معادل 10 نيوتن است يعنى:

1-4-2- قانون دوم نيوتن: 
هرگاه مجموع نيروهاى وارد بر يك جسم صفر نباشد، آن جسم شتابى متناسب با مجموع نيروها 

و در راستاى آن مى گيرد. قانون دوم نيوتن با رابطة زير تعريف مى شود:
(1-1)                    

در اين رابطه:
N مجموع نيروهاى وارد بر جسم بر حسب F

kg جرم جسم بر حسب m
m مى باشد.

s2
a شتاب ايجاد شده در جسم بر حسب 

w m.g=

F m.a=

شكل 1-1
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یادآوری: 
اکثر  استفاده می کنیم که در   )SI( اندازه گیری  بین المللی واحدهای  از سامانه  این کتاب  در 

کشورها نیز پذیرفته شده است.
واحدهای اندازه گیری کمیت ها در کتاب محاسبات فنی ساختمان بیان گردیده و در این جا 
به منظور تکمیل آن پیشوندهای واحدهای اندازه گیری را یادآوری می نمائیم و مزیت استفاده 
از این پیشوندها این است که از نوشتن اعداد خیلی بزرگ و خیلی کوچک اجتناب می شود. 
به عنوان مثال می توان N 247500 را به صورت kN 247/5 و یا m 0/00546 را به شکل 

mm 5/46 نوشت.
تذکر: 

بین پیشوند و واحد اندازه گیری مورد نظر از هیچ علامتی استفاده نمی شود اما بین دو واحد 
اندازه گیری مختلف هر علامتی نظیر × و / می تواند وجود داشته باشد به طور مثال:

N.m یعنی نیوتن متر و nm یعنی نانومتر که معادل )m 9-10( می باشد. 
مثال: MN 5-10 × 7/5 چند نیوتن است؟

جدول )1-1( پیشوندهای آحاد اندازه گیری

نام پیشوند علامت اختصاری مقدار عددی شکل توانی

پیکو p 0/000000000001 10-12

نانو n 0/000000001 10-9

میکرو μ 0/000001 10-6

میلی m 0/001 10-3

کیلو K 1,000 103

مگا M 1,000,000 106

گیگا G 1,000,000,000 109

ترا T 1,000,000,000,000 1012

/ N5 67 5 10 10 75−× × =
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/  kN ? N
kN.cm ? N.m

N N ?M 
mm m
 MN.m ? N.cm

2 2

1 5

12

25

=
=

=

=

/  kN ? N
kN.cm ? N.m

N N ?M 
mm m
 MN.m ? N.cm

2 2

1 5

12

25

=
=

=

=

/  kN ? N
kN.cm ? N.m

N N ?M 
mm m
 MN.m ? N.cm

2 2

1 5

12

25

=
=

=

=

/  kN ? N
kN.cm ? N.m

N N ?M 
mm m
 MN.m ? N.cm

2 2

1 5

12

25

=
=

=

=

 N.Mm ? N.m
kN N? 

mm m
kN N ? 

mm mm

2 2

2 2

2

18

µ =

=

=

 N.Mm ? N.m
kN N? 

mm m
kN N ? 

mm mm

2 2

2 2

2

18

µ =

=

=

)الف )ب

)ج   )د  

)ه   )و  

)ز  

خودآزمایی

1- اصطلاحات زیر را تعریف کنید:
علم مکانیک - استاتیک - دینامیک - جسم صلب - نقطة مادی

2- علم مکانیک به چند حوزه تقسیم می شود؛ نام ببرید.
3- مفاهیم اصلی در علم مکانیک را نام برده و هر یک را توضیح دهید.

4- قوانین نیوتن را نام برده و هر یک را توضیح دهید.
5- جرم جسمی kg 60 است. وزن آن را بر حسب N و kgf محاسبه کنید.

6- به واحدهای خواسته شده تبدیل کنید:

    تاریخ مهندسی )مطالعه آزاد(
اخوان الصفا گروهی از متفکران و فیلسوفان بودند که در سال 373 هجری در بصره به صورت انجمنی 
مخفی گرد آمدند. نام افراد این انجمن تماماً مشخص نیست ولی بعضی از افراد این گروه، ایرانی 
بوده اند: ابوسلیمان محمدبن مشیر بستی مقدسی و ابوالحسن علی بن هارون زنجانی و محمدبن احمد 

نهرجوری از جمله ایرانیان اخوان الصفا بوده اند.
گزیده ای از نظرات اخوان الصفا دربارة پدیدارهای طبیعی که در بخشی از رسایل آن ها موسوم به 
»حدود و رسوم« آمده است تعاریف بنیادی استاتیک و مقاومت مصالح است که در زیر نقل گردیده اند.

مکان: هر موضوعی که شیء متمکن را در بر گیرد، و آن نهایات جسم است.
زمان: شمارة حرکت های سپهر، و تکرار شب و روز است.

جسم: هر چیزی که طول و عرض و عمق داشته باشد.

kN N? 
mm m2 21 =
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2-1         كميت هاى فيزيكى 
2-1-1- كميت هاى عددى يا اسكالر 

كميت هايى هستند كه فقط داراى اندازه يا مقدار مى باشند؛ مانند جرم، زمان، طول و كار و 
انرژى.

2-1-2- كميت هاى بردارى 
كميت هايى هستند كه علاوه بر مقدار داراى جهت و راستا نيز مى باشند. مانند: بردارهاى نيرو، 

گشتاور، سرعت، شتاب و جابجايى.

 (Vector) 2-2         بردارها
هر بردار به صورت يك پيكان با طولى متناسب با مقدار آن ترسيم مى شود

) با مقدار N 80 و با زاويه 30 نسبت به  F


به عنوان مثال در شكل (2-1)، بردار نيروى (
محور x و در جهت و راستاى نشان داده شده ترسيم شده است.

نكته: 
زاويه امتداد هر بردار، با يك امتداد مبنا كه معمولاً امتدادهاى x يا y است، مشخص مى شود.

شكل 1-2

هدف هاى رفتارىهدف هاى رفتارى
پس از آموزش اين فصل از فراگير انتظار مى رود بتواند:

1- كميت هاى فيزيكى را بشناسد.
2- انواع بردارها را تعريف نمايد.

3- جمع و تفريق بردارها را به روش ترسيمى انجام دهد.
4- يك بردار را به مؤلفه هاى آن تجزيه نمايد.

5- نمايش بردارى بردارها را بداند.
6- مقدار بردار را با استفاده از مؤلفه هاى متعامد آن محاسبه نمايد.

F
N80=

x30°

راستاى بردار

جهت بردار
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2-3         انواع بردارها 
2-3-1- بردار لغزان 

بردارى است كه اگر در راستاى خود جابه جا شود، اثر آن بر جسم تغيير ننمايد. همانند نيروى 
F در شكل (2-2)

يا

W

F

R1 R2

W

F'

R1 R2
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شكل 2-2

2-3-2- بردار ثابت 
بردارى است كه مكان معينى را در فضا اشغال مى كند و نمى توان آن را جابجا نمود. يعنى با 
جابه جا كردن آن، اثر آن بر جسم تغيير مى نمايد. مثلاً ضربه اى كه به سر انسان وارد مى شود با 

ضربه اى كه با همان مقدار و همان جهت به پاى او وارد مى آيد متفاوت است.
2-3-3- بردارهاى هم سنگ

دو بردار مساوى، موازى و هم جهت را بردارهاى هم سنگ مى ناميم. در شكل (2-3) بردارهاى
P هم سنگ اند.


F و 


P


F


شكل 3-2

شكل 4-2

2-3-4- بردارهاى زوج 
دو بردار مساوى، موازى و مختلف الجهت را بردارهاى زوج مى ناميم. در شكل (2-4) بردارهاى

P زوج اند.


F و 


P


F
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2-3-6- بردار يكه (واحد) 
بردارى كه مقدار (اندازه) آن برابر واحد است را بردار يكه 

يا واحد مى ناميم.
i و روى محور y ها را 

 بردار واحد روى محور x ها را با 
j نمايش مى دهند. شكل (6-2)


با 

2-3-5- بردارهاى مخالف 
دو بردار مساوى، هم راستا و مختلف الجهت را بردارهاى مخالف گويند. شكل (5-2)

F


F−


شكل 5-2

شكل 6-2

F
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تعريف نيوتن با استفاده از قانون دوم نيوتن
يك نيوتن مقدار نيرويى است كه اگر به جرم يك كيلوگرم وارد شود، در آن شتابى معادل يك 

متر بر مجذور ثانيه و در جهت اعِمال نيرو ايجاد نمايد.

θ
–V

V





A F


F m.a
mN kg
s21 1 1

=

= ×

2-3-7- بردار نيرو 
بردارى است كه علاوه بر مقدار، جهت و راستا داراى نقطه اثر نيز مى باشد. در شكل (7-2) 

F مى باشد. 
 نقطه A ، نقطه اثر بردار نيروى 

و واحد اندازه گيرى نيرو، نيوتن (N) است و مطابق قانون دوم نيوتن به صورت زير تعريف 
مى شود:

o

y

x

i


j


شكل 7-2
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2-4         جمع و تفريق بردارها 
عمليات جمع و تفريق كميت هاى بردارى با جمع و تفريق كميت هاى عددى (اسكالر) 
متفاوت است. يعنى نمى توان مقادير عددى دو يا چند بردار، به غير از بردارهاى هم راستا، و 
  V

موازى را با يكديگر جمع و يا تفريق نمود. در اين كتاب براى نشان دادن يك بردار مانند

) در بالاى آن استفاده مى شود و براى نشان دادن مقدار (اندازه) آن بردار  از علامت (
) بالاى آن برداشته مى شود. علامت (

2-4-1- روش هاى جمع و تفريق بردارها
جمع و تفريق بردارها به دو روش 1- ترسيمى 2- محاسباتى انجام مى شود كه در اين 

فصل با روش ترسيمى و در فصل بعد با روش هاى محاسباتى آشنا خواهيد شد.
2-4-1-1- روش ترسيمى

در اين روش با استفاده از وسايل ترسيم و مقياس مناسب جمع و تفريق بردارها انجام 
مى شود. روش هاى ترسيمى جمع و تفريق بردارها شامل سه روش زير مى باشد:

الف) روش مثلث
ب) روش متوازى الاضلاع

ج) روش چندضلعى
لازم به ذكر است كه روش هاى مثلث و متوازى الاضلاع براى مجموع يا تفاضل دو 

بردار و روش چندضلعى براى مجموع يا تفاضل بيش از دو بردار مناسب مى باشند.
الف) روش مثلث

Q مطابق شكل (2-8) مفروض است. براى به دست آوردن مجموع 


P و 


دو بردار 
P به صورت زير عمل مى كنيم: Q+

 
آن ها يعنى 

V


V : V اندازه يا مقدار بردار
:                   V بردار

شكل 8-2
Q
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ب) روش متوازى الاضلاع
 (10-2) شكل  مطابق   Q


و   P


بردار  دو 
 R P Q= +
  

يعنى  آن ها  مجموع  و  است  مفروض 
شرح  به  متوازى الاضلاع  قانون  طبق  مى باشد.  مدنظر 

زير عمل مى نمائيم: شكل (11-2)
P و


1) از نقطه دلخواه مانند O هم سنگ بردارهاى 
Q را ترسيم مى نمائيم



خطى   Q

بردار موازات  به   P


بردار انتهاى  از   (2

(d1 خط) ترسيم مى شود
خطى   P


بردار موازات  به   Q


بردار انتهاى  از   (3

نقطه  در  را   d1 خط  تا   (d2 (خط  مى شود  ترسيم 
´Ó´ قطع نمايد.

R خواهد 

Q يعنى


P و

4) بردارى كه از O به 'O ترسيم مى شود همان مجموع دو بردار

بود كه مقدار آن به وسيله خط كش مقياس برداشت مى شود.

1) از نقطه دلخواه مانند A هم سنگ يكى از بردارها ترسيم مى شود
2) از انتهاى بردار اول هم سنگ بردار دوم ترسيم مى شود

بردار  دو  مجموع  مى شود  وصل  دوم  بردار  انتهاى  به  اول  بردار  ابتداى  از  كه  بردارى   (3
خواهد بود كه مقدار آن به وسيلة خط كش مقياس اندازه گيرى مى شود: شكل (9-2)

R P Q= +
  

                            (1-2)        

A

A

P

P

Q

Q

P + Q

P + Q

(a)

(b)
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P
R

Q
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ج) روش چندضلعى
در اين روش به منظور ترسيم مجموع چند 
بردار مانند شكل (2-12) از يك نقطه دلخواه مانند 
O هم سنگ بردار اول را رسم مى كنيم و از انتهاى 
بردار رسم شده هم سنگ بردار دوم ترسيم مى شود. 
مى يابد؛  ادامه  بردارها  تمامى  ترسيم  تا  روند  اين 
بردارى كه از ابتداى بردار اول به انتهاى بردار آخر 
شكل  بود.  خواهد  بردارها  مجموع  مى شود،  رسم 

(13-2)

تذكر: 
عمليات تفريق دو يا چند بردار به روش هاى فوق با استفاده از تعريف 

بردار مخالف مطابق شكل (2-14) امكان پذير است. يعنى:
  A B A ( B)− = + −
                                  (2-2)

B


A


C


B


A


C


A B C+ +
  O

A
B−



A
B−




A


B−


A
B−




 B


A و


تفاضل بردارهاى
به روش مثلث

 B


A و


تفاضل بردارهاى
به روش متوازى الاضلاع

شكل 12-2

شكل 13-2

شكل 14-2

نكته 1) 
هر گاه انتهاى آخرين بردار بر ابتداى بردار اول منطبق گردد (يك چندضلعى بسته تشكيل 

شود)، مجموع بردارها صفر خواهد بود.
نكته 2) 

در حالتى كه بردارها موازى يا هم راستا باشند، براى جمع و تفريق آن ها كافى است با در 
نظر گرفتن جهت بردارها، آن ها را روى يك محور ترسيم نمود.

B


A


A


B−
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مثال 1

A  را به روش هاى ترسيمى مثلث و متوازى الاضلاع  B−
  A و  B+

  در شكل زير بردارهاى 
نشان داده و اندازة تقريبى آن ها  را با خط كش مقياس برداشت نماييد. 

(ابعاد شبكه برابر 10 واحد است)

مجموع دو بردار به روش مثلث

A


B


R
A

B
40

=
+

=





A


B


10

10
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A


B


R
A

B
40

=
+

=





مجموع دو بردار به روش متوازى الاضلاع

تفاضل دو بردار به روش مثلث

تفاضل دو بردار به روش متوازى الاضلاع

A


D A B 63
= − =

  

B−


A


D A B 63
= − =

  

B−


ربوط به اين موضوع را ببينيد.
ربوط به اين موضوع را ببينيد.فيلم م
فيلم م
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خودآزمايى

1- كميت هاى فيزيكى را نام برده و هر يك را تعريف كنيد و مثال بزنيد.
2- از كميت هاى زير كدام يك اسكالر و كدام يك بردارى مى باشند؟

شتاب - وزن - سطح - حجم - جابه جايى
3- انواع بردارها را نام برده و هر كدام را تعريف كنيد.

4- در هر شكل جمع بردارهاى داده شده را به روش ترسيمى نشان دهيد و اندازه و زاوية 
بردار برآيند (مجموع آن ها) با امتداد افق را با استفاده از خط كش و نقاله اندازه گيرى نمائيد.

(الف)

(ب)

F 1

F
2

1
1

F1 F2

F3100
100



17

F را به روش ترسيمى تعيين  P Q− +
   A و  B−

  5- در شكل هاى زير حاصل عبارات 
كنيد.

A


B


(الف)
2

2

(ب)

P


Q


F
1

1
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شكل 16-2

2-6             تجزية يك بردار به مؤلفه هاى متعامد آن در دستگاه مختصات دكارتى 
R با زاويه θ نسبت به محور x مفروض است. مى خواهيم 


مطابق شكل (2-17) بردار 

آن را روى محورهاى متعامد x و y تجزيه نمائيم. چنان چه مطابق مراحل سه گانه در بخش 
(2-5) عمل كنيم، به شكل (2-18) خواهيم رسيد.

R

θ
o x

y

مثال 2
روى  را   F بردار  روبه رو  شكل  در 

امتدادهاى a و b تجزيه كنيد.

حل: 
b'

a'

b

a
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مثال 3
وارد  ميخى  بر  شكل  مطابق   F نيروى 
مى شود. مطلوب است تجزيه اين نيرو روى 
محورهاى x و y و محاسبه مقادير مؤلفه ها.

حل: 
تجزيه  متعامد  مؤلفه هاى  به  را   F نيروى 

مى كنيم.

x x

y y

F Fcos cos F / N

F Fsin sin F N

1000 30 866 02

1000 30 500

= θ = × ⇒ =

= θ = × ⇒ =





F N1000=

30
Fy

Fx

با   Ry و   Rx مؤلفه هاى  مقدار  يا  اندازه 
شدة  رنگ  مثلث  در  مثلثاتى  روابط  از  استفاده 

شكل (2-18) به شكل زير محاسبه مى شوند:

x
x

y
y

Rcos R R.cos
R

R
sin R R.sin

R

θ = ⇒ = θ

θ = ⇒ = θ

x

R

θ

Ry

Rx o1
o

o2

y

شكل 18-2
(3-2)

F N1000=

30

ربوط به اين موضوع را ببينيد.
ربوط به اين موضوع را ببينيد.فيلم م
فيلم م
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مثال 4

2-6-1- نمايش بردارى يك بردار در دستگاه مختصات دكارتى
در دستگاه مختصات دكارتى محورهاى ox و oy بر يكديگر عمود بوده و بردارهاى واحد 
R مطابق 

 j نمايش داده مى شوند و بردارى مانند بردار 
 i و 

 (يكه) روى آن ها به ترتيب با 
شكل (2-19) در اين دستگاه با رابطة زير تعريف مى شود:

R روى محور x و
 كه در رابطة فوق Rx مؤلفة 

R روى محور y مى باشد.
  Ry مؤلفة 

فرم بردارى بردار F در شكل (مثال 3) را بنويسيد.
حل:

 مى باشد.
x yF F i F j= +

   F به صورت 
 فرم بردارى بردار 

با توجه به نتايج مثال 3 داريم:

بنابراين:

شكل 19-2

2-7             تعيين اندازة يك بردار با استفاده از مؤلفه هاى متعامد آن 
امتدادهاى مختلف تجزيه كرد  روى  دو مؤلفه  به  را مى توان  بردار  همان طور كه يك 
مى توان به كمك مؤلفه هاى يك بردار، اندازة بردار و زاوية آن را به كمك رابطة فيثاغورث و 

نسبت هاى مثلثاتى تعيين كرد.
x داشته باشيم، مى توان اندازه R و زاويه آ ن را  yR R i R j= +

  
هر گاه بردارى مانند 

با امتداد x به صورت زير تعيين نمود:

(5-2)                  R مقدار (اندازه) بردار

زاويه بردار R نسبت به محور x ها   (6-2)

x yR R R2 2= +

y

x

R
tan

R
1−θ =

x yR R i R j= +
  

F / i j866 02 500= +
  

x

y

F / N
F N

866 02
500

=
=

(4-2)

ربوط به اين موضوع را ببينيد.
ربوط به اين موضوع را ببينيد.فيلم م
فيلم م

x

R

θ

Ry

Rx
o

y

i


j
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خلاصه فصل
• کمیت های فیزیکی به دو دستة کلی تقسیم می شوند: 

الف- کمیت های اسکالر )عددی(  ب-    کمیت های برداری
• بردارهای یکه )واحد( روی محورهای x و y در دستگاه مختصات دکارتی به ترتیب با      

j نمایش داده می شوند.


i و 


• جمع و تفریق کمیت های برداری با جمع و تفریق کمیت های عددی متفاوت می باشد.
• جمع و تفریق دو یا چند بردار به صورت ترسیمی با روش های مثلث و متوازی الاضلاع 

و چندضلعی، انجام می شود.
• هر بردار را می توان روی دو محور دلخواه به مؤلفه های آن تجزیه نمود.

• مؤلفه های متعامد یک بردار در صفحه مختصات دکارتی با روابط زیر محاسبه می شوند:

از مؤلفه های متعامد آن در صفحة مختصات دکارتی  استفاده  با  بردار  برداری یک  • فرم 

x yR R i R j= +
  

عبارت است از:                     
• برای جمع و تفریق بردارهای هم راستا و یا موازی کافی است اندازة آن ها را با یکدیگر 

به صورت جبری جمع و یا تفریق نمود.
x و زاویة آن با محور x ها از روابط زیر تعیین می شوند: yR R i R j= +

  
• اندازه برداری مانند 

R اندازه بردار

x با محور R زاویه بردار

x y

y

x

R R R

R
tan ( )

R

2 2

1−

= +

θ =

x

y

R R.cos
R R.sin

= θ
= θ

مثال 5
F را ترسیم نموده، مقدار و  ( i j)3 4= +

  
بردار 

زاویة آن را با محور x ها به دست آورید.

x y

y

x

F F F F F

F
tan tan /

F

2 2 2 2

1 1

3 4 5

4 53 13
3

− −

= + ⇒ = + ⇒ =

θ = ⇒ θ = ⇒ θ = 

x

F=5

θ=53/13°

Fx=3

Fy=4

o

y

x
Fx=3

Fy=4

o

y
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خودآزمايى

1- بردارهاى زير را به روش ترسيمى روى محورهاى داده شده تجزيه كنيد.

ab

F


(الف)

a

b

P


x

y

S


(ب)

(ج)
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A


B


(ب)
10

10
C


2- بردارهاى زير را به مؤلفه هاى متعامد آن تجزيه نمائيد و فرم بردارى آن ها را بنويسيد.

x45°

y

F=5k
N

(الف)
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3- بردارهاى زير را ترسيم نموده و اندازه و زاويه هر يك را نسبت به محور x و y تعيين 
كنيد.

60°

x

y

T=2000N

P i5= −
 

F i j4 3= − +
  

T / j3 5=
 

Q i j3 3= − −
  

ب)الف)

د)ج)

(ج)

°30(د)

3
4

x

y

F1=50 kN

F3=100 kN

F2=30 kN
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4- در شكل هاى زير مطلوب است:
الف) فرم بردارى هر بردار.

ب) اندازه هر يك را به صورت ترسيمى (با خط كش) به دست آوريد.
ج) اندازه هر يك را به صورت محاسباتى به دست آوريد.

د) اندازه هاى محاسباتى و ترسيمى هر بردار را با هم مقايسه كنيد.

(الف)

(ب)

F 1

F
2

1
1

F1 F2

F3100
100
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 SAMPLE PROBLEM 2.2 

     A barge is pulled by two tugboats. If the resultant of the forces exerted by 
the tugboats is a 5000-lb force directed along the axis of the barge, determine 
( a ) the tension in each of the ropes knowing that a 5 45°, ( b ) the value of a 
for which the tension in rope 2 is minimum. 

30�
1

2
a

A

C

B

  SOLUTION  

 a.   Tension for a 5 45°.  Graphical Solution.    The parallelogram law is 
used; the diagonal (resultant) is known to be equal to 5000 lb and to be 
directed to the right. The sides are drawn parallel to the ropes. If the draw-
ing is done to scale, we measure

  T1 5 3700 lb  T2 5 2600 lb ◀   

  Trigonometric Solution.   The triangle rule can be used. We note that the 
triangle shown represents half of the parallelogram shown above. Using the 
law of sines, we write

  
T1

 sin 45°
5

T2

 sin 30°
5

5000 lb
 sin 105°  

 With a calculator, we first compute and store the value of the last quo-
tient. Multiplying this value successively by sin 45° and sin 30°, we obtain

  T1 5 3660 lb  T2 5 2590 lb ◀  

     b.   Value of a for Minimum  T  2 .   To determine the value of a for which the 
tension in rope 2 is minimum, the triangle rule is again used. In the sketch 
shown, line  1-1 9 is the known direction of  T  1 . Several possible directions of  T  2  
are shown by the lines 2-29. We note that the minimum value of  T  2  occurs 
when  T  1  and  T  2  are perpendicular. The minimum value of  T  2  is

  T2 5 (5000 lb) sin 30° 5 2500 lb  

Corresponding values of  T  1  and a are

  T1 5 (5000 lb) cos 30° 5 4330 lb  
   a 5 90° 2 30° a 5 60° ◀        

30� 45�

30�45�

5000 lb

T1

T2

B

45� 30�

5000 lb

105�
T1

T2

B

1

2
2

2

5000 lb
1'

2'

2'

2'

30�

5000 lb

T1
T2 90�

a
B
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2/4 Moment
In addition to the tendency to move a body in the direction of its ap-

plication, a force can also tend to rotate a body about an axis. The axis
may be any line which neither intersects nor is parallel to the line of ac-
tion of the force. This rotational tendency is known as the moment M of
the force. Moment is also referred to as torque.

As a familiar example of the concept of moment, consider the pipe
wrench of Fig. 2/8a. One effect of the force applied perpendicular to
the handle of the wrench is the tendency to rotate the pipe about its
vertical axis. The magnitude of this tendency depends on both the
magnitude F of the force and the effective length d of the wrench
handle. Common experience shows that a pull which is not perpendic-
ular to the wrench handle is less effective than the right-angle pull
shown.

Moment about a Point
Figure 2/8b shows a two-dimensional body acted on by a force F in

its plane. The magnitude of the moment or tendency of the force to ro-
tate the body about the axis O-O perpendicular to the plane of the
body is proportional both to the magnitude of the force and to the mo-
ment arm d, which is the perpendicular distance from the axis to the
line of action of the force. Therefore, the magnitude of the moment is
defined as

(2/5)

The moment is a vector M perpendicular to the plane of the body. The
sense of M depends on the direction in which F tends to rotate the
body. The right-hand rule, Fig. 2/8c, is used to identify this sense. We
represent the moment of F about O-O as a vector pointing in the direc-
tion of the thumb, with the fingers curled in the direction of the rota-
tional tendency.

The moment M obeys all the rules of vector combination and may
be considered a sliding vector with a line of action coinciding with the
moment axis. The basic units of moment in SI units are newton-meters

and in the U.S. customary system are pound-feet (lb-ft).
When dealing with forces which all act in a given plane, we custom-

arily speak of the moment about a point. By this we mean the moment
with respect to an axis normal to the plane and passing through the
point. Thus, the moment of force F about point A in Fig. 2/8d has the
magnitude M � Fd and is counterclockwise.

Moment directions may be accounted for by using a stated sign con-
vention, such as a plus sign (�) for counterclockwise moments and a
minus sign (�) for clockwise moments, or vice versa. Sign consistency
within a given problem is essential. For the sign convention of Fig. 2/8d,
the moment of F about point A (or about the z-axis passing through
point A) is positive. The curved arrow of the figure is a convenient way
to represent moments in two-dimensional analysis.

(N � m),

M � Fd

38 Chapter 2 Force Systems

Figure 2/8
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هدف هاى رفتارىهدف هاى رفتارى

نيرو
نيرو كميتى است بردارى كه مى تواند باعث ايجاد حركت، تغييرِ شكل يا چرخش در 

اجسام گردد. 

3-1         انواع نيرو 
3-1-1- نيروهاى خارجى

نيروهايى هستند كه از محيط اطراف و در خارج از وجود جسم به آن وارد مى شوند. 
گوى در  وزن  نيروهاى خارجى توجه دارد؛ مانند:  به  مكانيك اجسام صُلب (استاتيك) فقط 

شكل (3-1) كه به كف وارد مى شود.

پس از آموزش اين فصل از فراگير انتظار مى رود بتواند:
1- انواع نيروها را بشناسد.

2- مقدار و امتداد برآيند نيروهاى وارد بر يك نقطة مادى را محاسبه كند.
3- گشتاور يا لنگر را تعريف نمايد و مقدار آن را نسبت به يك نقطه محاسبه نموده 

و جهت آن را تشخيص دهد.
4- قضيه وارينون را تعريف كند و براى محاسبة گشتاور آن را به كار گيرد.

5- زوج نيرو را تعريف نمايد و خصوصيات آن را بشناسد.
6- گشتاور زوج نيرو را محاسبه كند.

شكل 1-3

W



29

3-1-2- نيروهاى داخلى 
نيروهايى هستند كه در داخل جسم و بين ذرات تشكيل دهندة آن ايجاد مى شوند؛ مانند 
نيرويى كه شخص هنگام اجراى بارفيكس در دستان خود احساس مى كند؛ در مكانيك اجسام 

تغييرشكل پذير (مقاومت مصالح) به نيروهاى داخلى توجه مى شود.

نيروى  آن را  گردد  وارد  جسم  از  كوچكى  طول  به  نيرو  اگر  متمركز:  نيروهاى  الف) 
متمركز مى نامند. شكل (2-3)

شكل 2-3

شكل 3-3

ب) نيروهاى گسترده: اگر نيرو در طول قابل توجهى از جسم پخش گردد آن را نيروى 
گسترده گويند. شكل (3-3)

b

R
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3-2         برآیند سامانه های نیرویی وارد بر نقطه مادی به روش محاسباتی 
منظور از برآیند دو یا چند نیرو عبارت است از جمع برداری آن نیروها، بنابراین  بردار برآیند 

به تنهایی اثر همة نیروهای وارد به جسم را دارد.
به عنوان مثال در شکل )3-4( شناور B در مسیری به حرکت در می آید که در واقع امتداد بردار 
برآیند دو نیروی وارده از طرف قایق های A و C خواهد بود. این بدان معناست که می توان به 
جای دو نیروی مذکور نیروی برآیند آن ها را در امتداد مسیر حرکت شناور قرار داده و آن را 

به حرکت درآورد.
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 SAMPLE PROBLEM 2.2 

     A barge is pulled by two tugboats. If the resultant of the forces exerted by 
the tugboats is a 5000-lb force directed along the axis of the barge, determine 
( a ) the tension in each of the ropes knowing that a 5 45°, ( b ) the value of a 
for which the tension in rope 2 is minimum. 

30�
1

2
a

A

C

B

  SOLUTION  

 a.   Tension for a 5 45°.  Graphical Solution.    The parallelogram law is 
used; the diagonal (resultant) is known to be equal to 5000 lb and to be 
directed to the right. The sides are drawn parallel to the ropes. If the draw-
ing is done to scale, we measure

  T1 5 3700 lb  T2 5 2600 lb ◀   

  Trigonometric Solution.   The triangle rule can be used. We note that the 
triangle shown represents half of the parallelogram shown above. Using the 
law of sines, we write

  
T1

 sin 45°
5

T2

 sin 30°
5

5000 lb
 sin 105°  

 With a calculator, we first compute and store the value of the last quo-
tient. Multiplying this value successively by sin 45° and sin 30°, we obtain

  T1 5 3660 lb  T2 5 2590 lb ◀  

     b.   Value of a for Minimum  T  2 .   To determine the value of a for which the 
tension in rope 2 is minimum, the triangle rule is again used. In the sketch 
shown, line  1-1 9 is the known direction of  T  1 . Several possible directions of  T  2  
are shown by the lines 2-29. We note that the minimum value of  T  2  occurs 
when  T  1  and  T  2  are perpendicular. The minimum value of  T  2  is

  T2 5 (5000 lb) sin 30° 5 2500 lb  

Corresponding values of  T  1  and a are

  T1 5 (5000 lb) cos 30° 5 4330 lb  
   a 5 90° 2 30° a 5 60° ◀        

30� 45�

30�45�

5000 lb

T1

T2

B

45� 30�

5000 lb

105�
T1

T2

B

1

2
2

2

5000 lb
1'

2'

2'

2'

30�

5000 lb

T1
T2 90�

a
B
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شکل 4-3

3-2-1- برآیند نیروهای هم راستا و موازی
برای محاسبه برآیند نیروهای هم راستا کافی است مقادیر آن ها را با یکدیگر جمع جبری نماییم.

R F F

R i i R i
1 2

6 4 2
= +

= − ⇒ =

  

    

مثال 1

 F i2 4= −


F و  i1 6=


دو نیروی 
و  نموده  ترسیم  مختصات  محور  روی  را 

برآیند آن ها را محاسبه و ترسیم نمایید.
y

x
R=2

y

x
F1=6F2=4
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شكل 5-3

3-2-2- برآيند دو نيروى متعامد
براى محاسبه مقدار برآيند دو نيروى متعامد مطابق شكل (3-5-الف) با استفاده از رابطه 

فيثاغورث و شكل (3-5-ب) داريم:

R F F R F F2 2 2 2 2
1 2 1 2= + ⇒ = +

ضلع مقابل
ضلع مجاور

Ftan tan
F

1 2

1

− ⎛ ⎞
θ = ⇒ θ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

y

x

F1

F2

R

y

x
F1

F2

مثال 2

در شكل زير مطلوب است:
(R) الف) ترسيم برآيند
ب) تعيين مقدار برآيند

F1 ج) تعيين زاويه برآيند با افق يا امتداد

و براى محاسبه زاويه برآيند با F1 مى توان از رابطه تانژانت استفاده نمود:

F2=200N

F1=100N

(الف) (ب)
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(الف

(ب

(ج

3-2-3- محاسبة برآيند سامانة چندنيرويى وارد به نقطة مادى
 F3 و F2 و F1 مطابق شكل (3-6- الف) نيروهاى P هر گاه بر يك نقطة مادى مانند
وارد شود، به كمك تجزيه به شرح زير مى توان اندازة برآيند اين نيروها (R) و راستاى برآيند 

با محور x يعنى ( را تعيين نمود. شكل (3-6- ب)

شكل 6-3

F1

y

x

F2

P

F3

3

2
1

y

x

R

P


(الف) (ب)

y

x

F2=200N

F1=100N

R

R F F R / N

Ftan tan /
F

2 2 2 2
1 2

1 12

1

100 200 50000 223 61

200 63 43100
− −

= + = + = ⇒ =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞θ = = ⇒ θ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
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گام چهارم: نمايش بردارى بردار برآيند (R) مطابق رابطة (6-3) 
   (6-3)

x مجموع مؤلفه هاى هم راستا با محور
y مجموع مؤلفه هاى هم راستا با محور

برآيند  بردار  ترسيمى  نمايش  پنجم:  گام 
مطابق شكل (8-3)

شكل 8-3

شكل 7-3

F1

y

x

F2

P

F3

F3xF2xF1x

F3y

F1y

F2y

y

x

R

P

Ry

θ
Rx

گام اول: تجزيه هر يك از نيروها روى محورهاى x و y؛ شكل (7-3)

؛ j
 i و 

 گام دوم: نمايش بردارى تمامى نيروها بر حسب بردارهاى يكة 
y و x گام سوم: محاسبة جمع جبرى نيروهاى هم راستا روى محورهاى

(5-3)                 
 :ΣFx

:ΣFy

گام ششم: محاسبة اندازه (مقدار) برآيند با استفاده از رابطة فيثاغورث
x yR R R2 2= +                                    (7-3)

 () ها x گام هفتم: محاسبة زاويه برآيند با امتداد محور
با استفاده از رابطة تانژانت و با توجه به شكل ترسيم شده 

yدر گام پنجم        (8-3)

x

R
tan

R
1−θ ربوط به اين موضوع را ببينيد.=

ربوط به اين موضوع را ببينيد.فيلم م
فيلم م

x x y yR F , R F= ∑ = ∑

x x x x( F F F F )1 2 3∑ = + +

y y y y( F F F F )1 2 3∑ = + +

x yR R i R j= +
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حل:
الف)

گام اول:
- تجزية نيروها با توجه به اندازه و زاوية هر نيرو

مثال 3
دو نيرو مطابق شكل توسط دو كابل بر يك سنگ معدنى وارد مى شود. مطلوب است:

الف) نمايش بردارى برآيند
ب) نمايش ترسيمى بردار برآيند
ج) محاسبة اندازة بردار برآيند
د) محاسبة زاوية برآيند با افق

ه) ترسيم مسير جابه جايى سنگ

F1=4000N

F2=2500N
45°

15°

F / i / j

F / i / j
1

2

3863 70 1035 28
1767 77 1767 77

= −

= +

 

 

F2y

F1y

F2x F1x

گام دوم:
- فرم بردارى هر بردار با توجه به شكل مقابل و جهت هر يك از مؤلفه ها

F2y

F1y

F2x

F1x
45°

15°

x x

y y

x x

y y

F F cos cos F / N

F F sin sin F / N

F F cos cos F / N

F F sin sin F / N

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2

2 2 2 2

4000 15 3863 70
4000 15 1035 28

2500 45 1767 77
2500 45 1767 77

⎧ = θ = × ⇒ =⎪
⎨

= θ = × ⇒ =⎪⎩

⎧ = θ = × ⇒ =⎪
⎨

= θ = × ⇒ =⎪⎩









F1 مؤلفه هاى

F2 مؤلفه هاى



35

ه) مسير جابه جايى سنگ در راستاى بردار برآيند مطابق شكل زير خواهد بود.

مسير جابه جايى سنگ

F1=4000N

F 2=2
500

N

7/41°

x x x

y y y

R F / / R / N
R F / / R / N

1767 77 3863 70 5631 47
1767 77 1035 28 732 49

= Σ = + ⇒ =
= Σ = − ⇒ =

x yR R i R j

R / i / j5631 47 732 49

= +

= +

 

 

x yR R R R / /

R / N

2 2 2 25631 47 732 49

5678 91

= + ⇒ = +

⇒ =

y

x

R /tan tan /
R /

1 1 732 49 7 415631 70
− −θ = ⇒ θ = ⇒ θ = 

گام سوم:
( yFΣ  و 

xFΣ ) y و x تعيين مجموع نيروهاى هم راستا با محورهاى -

گام چهارم:
- نمايش بردارى بردار برآيند

ج)
گام ششم:

- محاسبة اندازة برآيند به كمك رابطة (7-3)

د)
گام هفتم:

- محاسبة زاوية برآيند با محور x ها به كمك رابطة (8-3)

y yR F / N732 49= Σ =


x xR F / N5631 70= Σ =

R

ب)
گام پنجم:

- نمايش ترسيمى بردار برآيند با توجه به فرم بردارى 
بردار برآيند 

و روش متوازى الاضلاع
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مثال 4
در شكل روبه رو مطلوب است:

الف - محاسبة مقدار برآيند نيروها
ب - محاسبة زاوية برآيند با افق

ج - ترسيم بردار برآيند
د - نمايش بردارى بردار برآيند

y

x

F1=200N

F3=400N

F2=100N 60

30

حل:
الف) تجزية هر يك از نيروها با توجه به روابط Fy=F sinθ , Fx=F cosθو زاوية هر  نيرو 

با محور x ها:

ب)

x x x x x

x x x

y y y y y

y y y

x y

F cos i sin j i / j

F i

F cos i sin j i / j
R F F F F
R F R N
R F F F F

R F / / R / N

R R R

1

2

3

1 2 3

1 2 3

2 2 2

200 60 200 60 100 173 2
100

400 60 400 60 200 346 4

100 100 200 200

173 2 0 346 4 173 2
200

= + = +

= −

= − = −
= Σ = + +
= Σ = − + ⇒ =
= Σ = + +

= Σ = + − ⇒ = −

= + = +

 

 

   



   

( / ) R / N2173 2 264 57− ⇒ =

y

x

R /tan tan /
R

1 1 173 2 40 89200
− − −θ = = ⇒ θ = 

R i / j200 173 2= −
  

ج)

د)

y

x
40/89°

R / N264 57=

xR N200=

yR / N173 2=
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خودآزمايى

1- در شكل هاى زير مطلوب است:
الف) محاسبة مقدار برآيند دو نيرو

F1 ب) محاسبة زاوية برآيند با
ج) محاسبة زاوية برآيند با امتداد افق

ب)

O

400 lb

θ

F1=40kN

θ =50°

40
0 

lb

θ

 =40°

F2=90kN

60°

y

x

600 N

400 NF1=400N

F2=600N
60°

Determine the resultant R
o

to the bracket. Write R in terms

along the x- and y-axes shown.

Problem 2/19

lar components 
and 

tangular axes a and

tion 
of

Pa

Rb

Ra

35°

30°

y

y

x

200 N

150 N

20°

'

x'

2

θ

30°

200 N

150 N

2- در شكل زير مقدار زاويه θ را چنان تعيين نماييد كه برآيند دو نيرو بر محور y ها منطبق 
گردد. سپس در اين حالت مقدار برآيند را محاسبه كنيد.

ج)

O

700 lb

400 lb

θ

F1=400N

F2=700N θ =50°

الف)
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3- در شكل روبه رو مطلوب است:
الف) محاسبة مقدار برآيند نيروها
ب) محاسبة زاوية برآيند با افق

ج) ترسيم بردار برآيند
د) نمايش بردارى بردار برآيند

4- در شكل زير نيروى F و زاويه θ را طورى تعيين نماييد كه برآيند نيروها روى محور 
افق و مقدار آن برابر N 1500 در جهت مثبت باشد.

20 kN

30°

45°

y

x

8 kN

4 kN

45°

30°

4 kN

8 kN

20 kN

45° 30°
O

1000 lb
F

500 lb

θ

x

yN

N

30 mm

1000 N

45° 30°

500 N
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3-3         گشتاور، لنگر (مُمان) 
يكى از اثرات نيرو بر اجسام تمايل به ايجاد چرخش در آن ها مى باشد كه به اين پديده 

گشتاور گفته مى شود.
مطابق شكل هاى (3-9) و (3-10) نيرو باعث چرخش در اجسام مى گردد.

مقدار گشتاور حول يك محور عبارت است از حاصل ضرب نيرو (F) در كوتاه ترين 
فاصله نيرو يا امتداد آن تا محور مورد نظر (d). گشتاور را با M نمايش مى دهند و رابطة 

آن  به صورت زير نوشته مى شود:
M =F.d

شكل 9-3

شكل 10-3

14″

50 lb

B

C

50 lb

14″
F

F

8 N

8 N

30°

30°

B

O

A

O
O

O

F

F

(9-3)
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با توجه به شكل (3-12) نيروى F حول محور 'OO ايجاد گشتاور مى نمايد.در اين 
شكل d كوتاه ترين فاصله امتداد نيروى F تا محور 'OO مى باشد كه بازوى لنگر نيز خوانده 

مى شود بنابراين خواهيم داشت:
(10-3)            

گشتاور نيز كميتى بردارى است كه آن را با نماد   نمايش مى دهند و جهت آن مطابق 
ضرب بردارها خواهد بود كه در مقاطع بالاتر با آن آشنا خواهيد شد.

گرفته  نظر  در  نقطه  حول  گشتاور  صفحه،  در  نيروها  بررسى  دليل  به  كتاب  اين  در 
مى شود لذا جهت چرخش آن در جهت عقربه ساعت  و يا خلاف عقربه ساعت  
خواهد بود. بنابراين با توجه به شكل (b-11-3) گشتاور نيروى F حول نقطة A واقع بر محور 

´OO به صورت رابطة (3-11) خواهد بود.
(11-3)                 

MOO ́= F.d

M
F

r

(b)

(a)
O

A
d

O

α

d

F

´

MA=F.d

شكل 11-3
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مثال 5
گشتاور نيروى F حول نقطة O را محاسبه و جهت چرخش آن را بنويسيد.

2 m

4 m

A

O

600N4m

2m

حل:

ساعت گرد

3-4         گشتاور چند نيرو 
اگر به يك جسم چند نيرو اعِمال شود گشتاور آن ها نسبت به يك نقطه برابر است با 

مجموع جبرى گشتاور هر نيرو نسبت به آن نقطه يعنى:

(12-3)

o o o

F N
d m
M F.d M M N.m

600
2

600 2 1200

=
=

= ⇒ = × ⇒ =

 قرارداد: 
در اين كتاب جهت چرخش عقربه هاى ساعت مثبت فرض مى شود.

n

O i i n n
i

M Fd Fd F d ... F d1 1 2 2
1=

= = + + +∑
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3-5         قضيه وارينون 
گشتاور برآيند چند نيرو حول يك نقطة معين برابر است با مجموع گشتاورهاى آن ها 
گشتاورهاى  مجموع  با  است  برابر  نقطه  هر  حول  نيرو  يك  گشتاور  يا  و  نقطه  همان  حول 

مؤلفه هاى آن نيرو حول همان نقطه.
كاربرد اين قضيه در مثال 7 نشان داده شده است.

حل:

o

F N
d m
F N
d m
M Fd F d

1

1

2

2

1 1 2 2

500
4
600
2

=
=
=
=
= +

o

o

M

M N.m

500 4 600 2
800

= × − ×

= + ساعت گرد

مثال 6
در شكل زير گشتاور نيروهاى نشان داده شده را حول نقطة O محاسبه كنيد و جهت آن را 

بنويسيد.

2 m

4 m

A

O

600N

500N

2m

4m
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مثال 7
گشتاور نيروى F را در شكل زير به دو روش 

حساب كنيد:
الف) با استفاده از تعريف گشتاور

ب) به كمك قضيه وارينون

حل:
الف) با استفاده از تعريف:

محاسبه  را   (d) يعنى  لنگر  بازوى  قائم الزاويه  مثلث  در  مثلثاتى  روابط  از  استفاده  با  ابتدا 
مى نمائيم؛ داريم:

o o o

cos

dcos d cos d / m

M F.d M / M / N.m

30 4 30 3 464
600 3 464 2078 4

α =

= ⇒ = × ⇒ =

= ⇒ = × ⇒ =

 

ضلع مجاور
وتر

2 m

4 m

O

F = 600N

θ = 30°

2 m

4 m

O

F = 600N

θ = 30°

30°

30° d

30°

60°
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ب) با استفاده از قضية وارينون
در اين روش ابتدا نيروى F را به دو مؤلفة متعامد تجزيه نموده و گشتاور آن ها را نسبت به 

نقطة O محاسبه و با يكديگر جمع مى نمائيم.

x x x

y y y

F F.cos F cos F / N

F F.sin F sin F N

600 30 519 61
600 30 300

= θ ⇒ = × ⇒ =

= θ ⇒ = × ⇒ =





با توجه به شكل بازوى لنگر Fx برابر 4 متر و چون امتداد مؤلفة Fy از نقطة O مى گذرد، 
بازوى لنگر آن صفر است.

خواهيم داشت:

  نكته:
نقطه                 همان  به  نسبت  نيرو  آن  گشتاور  نمايد  عبور  نقطه اى  از  نيرو  يك  امتداد  هرگاه 

برابر صفر است.

n

o i i o
i

o x y

o

M Fd M Fd F d

M F F /

M / N.m

1 1 2 2
1

4 0 519 61 4
2078 44

=

= ⇒ = +

= × + × = ×

=

∑

2 m

4 m

O

 600N

θ = 30°

Fy

Fx

4m
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3-6         زوج نيرو: 
به دو نيروى مساوى - موازى و مختلف الجهت زوج نيرو گفته مى شود.

3-6-1- خصوصيات زوج نيرو:
1- برآيند زوج نيرو صفر است؛

2- در اجسام ايجاد گشتاور (چرخش) مى نمايد؛
با  است  برابر  و  ثابت  است  مقدارى  دلخواه  نقطه  هر  به  نسبت  زوج نيرو  گشتاور   -3

حاصل ضرب اندازة يك نيرو در فاصلة بين آن ها. شكل (12-3) 
M=F.d

شكل 12-3 تحقيق كنيد:
چگونه مى توان به كمك گشتاورگيرى نسبت به يك نقطة دلخواه مانند O در شكل (12-3) 

خصوصيت سوم زوج نيرو را اثبات كرد.

MO

مثال 8

A الف) حول نقطة
O ب) حول نقطة

ج) با استفاده از خاصيت زوج نيرو

AM N.m90 8 90 6 1260= × + × =

OM N.m90 11 90 3 1260= × + × =

M F.d N.m90 14 1260= = × =

محاسبة  مطلوب است  روبه رو  شكل  در 
گشتاور دو نيروى 90 نيوتنى:

حل:
الف)

ب)

ج)
ربوط به اين موضوع را ببينيد.

ربوط به اين موضوع را ببينيد.فيلم م
فيلم م

A O

y

x

4″4″

90 lb

8″

90 lb90N

90N

8m 3m 3m
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خلاصه فصل
• نيرو كميتى است بردارى كه باعث حركت، تغيير شكل و يا چرخش اجسام مى گردد.

• انواع نيرو عبارتند از: نيروهاى خارجى، نيروهاى داخلى.
• منظور از برآيند دو يا چند نيرو عبارت است از نيرويى كه به تنهايى اثر همة نيروها را در 

خود داشته باشد.
• براى تعيين برآيند چند نيرو از روش تجزيه به مؤلفه هاى متعامد استفاده مى شود و مقدار 

x yR (R ) (R )2 2= + برآيند از رابطة 

y به دست مى آيد.

x

R
tan

R
1−θ = و زاوية برآيند با محور x ها از رابطة 

• گشتاور يك نيرو نسبت به يك محور عبارت است از حاصل ضرب نيرو (F) در كوتاه ترين 
M به دست مى آيد. F.d= فاصلة نيرو تا آن محور (d). و از رابطة 

مجموع  با  است  برابر  معين  نقطة  يك  حول  نيرو  چند  برآيند  گشتاور  وارينون:  قضيه   •
گشتاورهاى آن ها حول همان نقطه.

• به دو نيروى مساوى، موازى و مختلف الجهت زوج نيرو گفته مى شود.
• گشتاور زوج نيرو برابر است با حاصل ضرب يكى از نيروها در فاصلة بين آن ها.
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(الف)

(ج)

20″8″

18″

200 lb

300 lb

180 lb

A

200N 180N

300N1m 1/20m 1m

(ب)

l––
2

l––
2

PP

A

L
2

L
2

خودآزمايى

2- در شكل هاى زير گشتاور نيرو را حول نقطه A محاسبه نمائيد.

1 m

10 kN

O

75 mm

A

10 kN

1 m

75 mm

جهت  و  نموده  محاسبه  پيچ  مركز  حول  را  نيوتنى   250 نيروى  گشتاور  زير  شكل  در   -1
گشتاور را تعيين نمائيد.

200 mm

30 mm

15°

250 N

200 mm

250 N
15°

30 mm
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.MA 4- در شكل هاى زير مطلوب است محاسبة

C

B

A

P  =  30 N

45°

1.6 m

1.6 m

P=30 N

1/6 m

1/6 m

45°

C

B

A

P  =  30 N

45°

1.6 m

1.6 m

F1=50kN

F2=50kN

2m

45°

3- گشتاور نيروى P حول نقطة A و B را به دست آوريد.

(الف)

(ب)

200kN

200kN
4m

3m

100kN

y

x

M

F

A

P100kN
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تعادل 
ك

اتي
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ش
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4-1             تعادل 
نداشته  چرخشى  يا  و  حركت  هيچ گونه  مادى  جسم  يا  ذره  كه  آن است  تعادل  مفهوم 

باشد.
به منظور بررسى تعادل اجسام، آن ها را به دو حالت در نظر مى گيريم.

1- نقطه مادى
2- جسم صلب                        .

هدف هاى رفتارىهدف هاى رفتارى

پس از آموزش اين فصل از فراگير انتظار مى رود بتواند:
1- مفهوم تعادل را توضيح دهد.

2- شرط تعادل نقطة مادى را بيان كند.
3- پيكر آزاد ذرة مادى را ترسيم كند.

4- شرط تعادل نقطة مادى را در مسائل به كار گيرد.
5- شروط لازم براى تعادل جسم صلب را توضيح دهد.

6- انواع تكيه گاه ها را بشناسد.
7- پيكر آزاد اجسام تحت تأثير نيروهاى مختلف را ترسيم كند.

8- عكس العمل هاى تكيه گاهى را در اجسام محاسبه كند.
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4-1-1- تعادل نقطة مادى
با توجه به تعريف نقطة مادى در فصل اول، نيروهاى وارد به جسم در يك نقطه متقارب 

خواهند بود و شرط تعادل در اين حالت آن است كه برآيند نيروهاى وارده صفر باشد يعنى:

 F 0∑ =


  
        (1-4)

در صفحه مختصات دكارتى رابطة (4-1) را مى توان به صورت زير نوشت:

x

y

F
F

F

0
0

0
⎧∑ =⎪∑ = ⇒ ⎨

∑ =⎪⎩





               

  (2-4)   
              

در شكل (4-1- الف) چنان چه 
از ابعاد قطعات اتصال صرف نظر شود، 
وضعيت نيروها به صورت شكل (1-4- 

ب) خواهند بود.

شكل 1-4

F1

F2

F3

F4

F1

F2
F3

F4

(الف)

(ب)
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4-1-1-2- پيكر آزاد جسم 
به منظور بررسى تعادل اجسام، لازم است ابتدا جسم را از محيط اطراف خود جدا نموده و 
نيروهاى وارد بر آن را در راستاهاى موجود نمايش دهيم كه به اين عمل، ترسيم پيكر آزادجسم1 

گفته مى شود.

در شكل (4-2) وزنة 20N توسط سه رشته كابل AB و BC و BD نگهدارى شده 
است. چون كابل ها فقط نيروى كششى را تحمل مى نمايند بنابراين نيروهاى وارد به نقطه B به 

صورت كششى بوده و پيكر آزاد آن مطابق شكل (4-3) خواهد بود.

نكته:
كمك  به  سپس  و  نموده  ترسيم  آن را  آزاد  پيكر  ابتدا  مادى،  نقطة  تعادل  مسائل  حل  در 

معادلات تعادل (4-2) مجهولات مسئله را محاسبه مى نمائيم.
1- FBD (Free Body Diagram)

شكل 2-4

شكل 3-4

20N

45

45

20 N
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حل:
گام اول) با توجه به اين موضوع كه تمامى نيروها به نقطه A وارد مى شوند بنابراين پيكر 

كه  مى دانيم  مى گردد.  ترسيم   A مادى  نقطه  آزاد 
كابل ها هميشه رفتار كششى دارند بنابراين نيروى 
 TAC و TAB را به ترتيب با AC و AB كابل هاى
نمايش  را  كدام  هر  زواياى  و  كششى  صورت  به 

مى دهيم.

مثال 1
كشش كابل هاى AB و AC را در سامانة در حال تعادل زير به دست آوريد.

 y و x گام دوم) تعيين محورهاى مختصات
روى نقطه A و تجزيه نيروها در اين دستگاه 

مختصات

30°

50kN

TABsin60

TACsin30TAC

TAB

A

y

x
TACcos30 TABcos60

30°

50kN

A

TAB
TAC

30°

w=50kN

A

B

C
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گام سوم) تشكيل معادلات تعادل (4-2) و حل آن ها تا رسيدن به خواسته هاى مسئله

رابطه

 رابطه
چون حل هر يك از معادلات فوق با وجود دو مجهول امكان پذير نيست بنابراين آن ها را 
در يك دستگاه دو معادله دو مجهولى قرار داده كه با استفاده از روش هاى مختلف قابل 

حل است.
در اين جا از معادله اول يكى از مجهولات را بر حسب ديگرى محاسبه و در معادله دوم قرار 

مى دهيم تا يكى از مجهولات حذف شود:
از رابطه  نتيجه مى شود

مقدار TAB را در رابطه  قرار داده خواهيم داشت:

x AB AC

y AB AC

F T cos T cos

F T sin T sin

0 60 30 0

0 60 30 50 0+

∑ = ⇒ − =

↑ ∑ = ⇒ + − =

 

 

→+

AC
AB AB AC

T cosT T / T
cos

30 1 7360⇒ = ⇒ =  رابطه

 از رابطة

AC AC AC

AC

AC

AB

AB

/ T sin T sin T

T

T kN

T /

T / kN

1 73 60 30 50 0 2 50 0
50
2

25

1 73 25
43 25

× + − = ⇒ − =

=

⇒ =

⇒ = ×

⇒ =

 

حال مقدار TAC را در رابطة  قرار مى دهيم:

ربوط به اين موضوع را ببينيد.
ربوط به اين موضوع را ببينيد.فيلم م
فيلم م
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خودآزمايى

1- پيكر آزاد شكل زير را رسم نمائيد.

2- كشش كابل ها را در شكل هاى زير به دست آوريد.

40° 20°
A B

C

300 lb

bee80156_ch02_014-063.indd Page 38  9/29/09  9:33:04 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-02

300kN

40 20

40° 20°
A B

C

300 lb

bee80156_ch02_014-063.indd Page 38  9/29/09  9:33:04 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-02

300kN

40 20

B

C

A

3600 lb

48 in.

20 in.
55 in.

bee80156_ch02_014-063.indd Page 38  9/29/09  9:33:04 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-02

3600N

3 m

1 m 3 m
(الف)

(ب)
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4-1-2- تعادل جسم صلب
در قسمت قبل بنا به فرض، اجسام را به عنوان يك نقطه مادى در نظر گرفتيم. در حالى كه چنين 
فرضى هميشه امكان پذير نخواهد بود و نمى توان از ابعاد جسم صرف نظر نمود بنابراين در اين حالت 
نيروها در يك نقطه متقارب نخواهند بود و علاوه بر حركت، امكان دَوَران (گشتاور) جسم تحت تأثير 

نيروهاى وارده نيز وجود دارد. لذا شرط تعادل در مورد اجسام صلب به صورت زير خواهد بود:
1- براى اين كه جسم در راستاى محور x جابه جايى نداشته باشد بايد:
2- براى اين كه جسم در راستاى محور y جابه جايى نداشته باشد بايد:

3- براى اين كه جسم چرخش نداشته باشد بايد:

X

Y

F
F
M

0
0
0

Σ = ←⎧
⎪Σ = ←⎨
⎪Σ = ←⎩

(3-4)

4- مقدار TA و TB را طورى تعيين كنيد كه تعادل در اتصال شكل زير برقرار باشد.

TB TC

TDTA

30°

bee80156_ch02_014-063.indd Page 39  9/29/09  9:33:08 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-02

TC=200kN

TA TD=180kN

TB 30°

3- مقدار نيروى F  و زاوية  را طورى تعيين كنيد كه ذرة مادى P در حال تعادل باشد.
y

3
4

150kN

F

P
x

250kN

θ
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4-2             انواع تكيه گاه ها و عكس العمل هاى آن ها 
براى بررسى تعادل اجسام صلب، همانند نقاط مادى بايد ابتدا پيكر آزاد آن ها را ترسيم 
نمود. براى اين منظور، بايد جسم را از محيط اطراف آن جدا نمائيم و چون اجسام بر روى 
تكيه گاه هايى قرار دارند كه با توجه به نوع آن ها مانع از حركت (جابه جايى) و يا چرخش 

جسم مى گردند، لازم است ابتدا تكيه گاه ها و عكس العمل هاى آن ها را معرفى نمائيم.
تعريف عكس العمل تكيه گاهى 

حفظ  جهت  در  تكيه گاه  كه  است  واكنشى  اجسام،  تكيه گاهى  عكس العمل  از  منظور 
تعادل آن ها از خود نشان مى دهد و مانع از حركت و يا دوران جسم مورد نظر مى شود.

4-2-1- انواع تكيه گاه ها 
الف) تكيه گاه غلطكى (يك مجهولى) 

عبارت است  از تكيه گاهى كه تنها يك عكس العمل آن هم عمود بر سطح اتكاى خود 
دارد؛ همانند چرخ اتومبيل روى سطح بدون اصطكاك. (رديف 1 جدول 1-4)

ب) تكيه گاه مفصلى (دومجهولى) 
به تكيه گاهى گفته مى شود كه داراى دو عكس العمل مى باشد؛ يكى مماس بر سطح اتكا 

و ديگرى عمود بر آن خواهد بود. (رديف 2 جدول 1-4)
ج) تكيه گاه گيردار (سه مجهولى) 

تكيه گاهى است كه داراى سه عكس العمل به شرح زير
 مى باشد: (رديف 3 جدول 1-4)
1- مماس بر سطح تكيه گاه
2- عمود بر سطح تكيه گاه

3- عكس العمل دورانى
د) تكيه گاه ميله اى

منظور از ميله عضوى كوتاه است كه در دو انتهاى خود به صورت لولا يا مفصل متصل 
شده باشد. عكس العمل تكيه گاه ميله اى در راستاى ميله و به صورت كششى يا فشارى خواهد بود. 

(رديف 4 جدول 1-4)
ه) تكيه گاه كابلى:

هر گاه جسم توسط كابل به تكيه گاه متصل شود، عكس العمل كابل به صورت كششى 
و در راستاى آن خواهد بود. (رديف 5 جدول 1-4)

ربوط به اين موضوع را ببينيد.
ربوط به اين موضوع را ببينيد.فيلم م
فيلم م
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جدول (4-1) انواع تكيه گاه
ف
ردي

گاه
كيه 

ع ت
نو

شكل واقعى شكل شماتيك عكس العمل هاى 
تكيه گاهى

1
كى

غلط
2

لى
فص

م
3 دار
گير

4  اى
يله
م

5 لى
كاب

G

A B

N

N

4. Roller support
θ

(a
)

Ry

Rx

55 kg

50 kg

7

4 m1
m

G C

O

W
el
d

or

A

A

جوش
A

A

يا M

Ay

Ax

2′

2′

2′

A

B

C

D

60° 60°

ميله كوتاه
2′

B

C60°

ميله كوتاه

B

x

y

16 m

16 m

m

8 m

24 m

12 m

O
D

B

C

A

bee80156_ch02_014-063.indd Page 51  9/29/09  9:33:55 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-02

A

bee80156_ch02_014-063.indd Page 51  9/29/09  9:33:55 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-02

T1

T2
T3

FBC

R

θ
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4-3             محاسبه عكس العمل هاى تكيه گاهى اجسام صلب  
 (3-4) معادلات  شدن  آورده  بر  صلب  اجسام  تعادل  شرط  شد  گفته  كه  همان طور 

مى باشد و براى نيل به اين هدف به صورت زير عمل مى نمائيم.
گام اول - ترسيم پيكر آزاد جسم 

ابتدا جسم را از تكيه گاه ها جدا نموده و با توجه به نوع تكيه گاه، عكس العمل هاى 
مربوطه را در محل تكيه گاه و در جهت دلخواه قرار مى دهيم. به عنوان مثال پيكر آزاد تير شكل 

(4-4-الف) به صورت شكل (4-4-ب) خواهد بود.

گام دوم - تجزية نيروها 
تجزيه  آن  مؤلفه هاى  به  وجود  صورت  در  آزاد  پيكر  روى  را  مورب  نيروهاى  همة 

مى نمائيم. به عنوان مثال در شكل (4-4-ب) نيروى P به دو مؤلفة متعامد تجزيه شده است.
گام سوم - تشكيل معادلات و حل آن ها 

تعيين  (عكس العمل ها)  مسئله  مجهولات  آن ها  حل  و  تعادل  معادلات  تشكيل  با 
مى شوند.

A

P F

Cα

B D

شكل 4-4

(الف)

A

Py

Px

F

C

B

Ax

Ay

D

(ب)
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عكس العمل هاى تكيه گاهى تير زير را به دست آوريد .

گام اول: 
ترسيم پيكر آزاد جسم 

گام دوم: 
 P تجزيه نيروى

گام سوم : تشكيل معادلات تعادل وحل آنها

لازم به توضيح است كه علامت منفى در جواب فوق به اين معنى است كه جهت صحيح 
عكس العمل Bx در پيكر آزاد تير به سمت چپ مى باشد

 رابطه
  ∑M =0معادله فوق داراى دو مجهول  بوده و قابل حل نمى باشد لذا از شرط سوم يعنى
كه  شود  محاسبه  نقطه اى  به  نسبت  گشتاور  است  بهتر  معادله  اين  در  و  مى كنيم  استفاده 

 (B يعنى نقطه) بيشترين مجهولات تكيه گاهى در آن نقطه متمركز است

حال با قرار دادن مقدار Ay در رابطه I خواهيم داشت:

x

y

P P.cos cos / kN

P P.sin sin kN

10 30 8 66
10 30 5

= θ = × =

= θ = × =





x x x x xF B P B / B / kN0 0 8 66 0 8 66Σ = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = −→+

y y y y y y y y yF A B P A B P A B kN0 0 5+ ↑ Σ = ⇒ + − = ⇒ + = ⇒ + =

Ay By / By By / By / kN5 1 67 5 5 1 67 3 33+ = ⇒ + = ⇒ = − ⇒ =

B y y y y

y y

M A P A A

A A / kN

0 6 2 0 6 5 2 0 6 10
10 1 676

+ Σ = ⇒ × − × = ⇒ × − × = ⇒ =

= ⇒ =

مثال 2
عكس العمل هاى تكيه گاهى تير زير را به دست آوريد

4m

A B30°

P=10kN

2m

A B

Py

ByAy

Px Bx

4m 2m
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مثال 3
عکس العمل های تکیه گاهی را در خرپای شکل زیر به دست آورید. 

4m

4m

4m4m4m

4/7 Determine the force in each member of the loaded
truss. Make use of the symmetry of the truss and of
the loading.

Problem 4/7

4/8 Determine the force in each member of the loaded
truss.

Problem 4/8

4/9 Determine the force in each member of the loaded
truss.

Problem 4/9

30°
30°

30°

3 kN

A

E

B C

D

A

D

2 m

3 m

4 m

15°

C

5 kN

B

30 kN

A
H

B C D

G F

E

60 kN

5 m 5 m

4 m

5 m 5 m

30 kN

Article 4/3 Problems 183

4/10 Calculate the force in each member of the loaded
truss.

Problem 4/10

4/11 Determine the forces in members AB, BC, and BD
of the loaded truss.

Problem 4/11

Representative Problems

4/12 Determine the force in each member of the loaded
truss. All triangles are isosceles.

Problem 4/12

30°

10 kN

16 kN

4 m

A

D

E

C

B

4 m

3 m

A

B

R

D
L

C

C

F

A B

D

E

1000 lb

90°

12′

12′

10kN

A B

10kN 10kN

4m

4m

4m4m4m

4/7 Determine the force in each member of the loaded
truss. Make use of the symmetry of the truss and of
the loading.

Problem 4/7

4/8 Determine the force in each member of the loaded
truss.

Problem 4/8

4/9 Determine the force in each member of the loaded
truss.

Problem 4/9

30°
30°

30°

3 kN

A

E

B C

D

A

D

2 m

3 m

4 m

15°

C

5 kN

B

30 kN

A
H

B C D

G F

E

60 kN

5 m 5 m

4 m

5 m 5 m

30 kN

Article 4/3 Problems 183

4/10 Calculate the force in each member of the loaded
truss.

Problem 4/10

4/11 Determine the forces in members AB, BC, and BD
of the loaded truss.

Problem 4/11

Representative Problems

4/12 Determine the force in each member of the loaded
truss. All triangles are isosceles.

Problem 4/12

30°

10 kN

16 kN

4 m

A

D

E

C

B

4 m

3 m

A

B

R

D
L

C

C

F

A B

D

E

1000 lb

90°

12′

12′

4/7 Determine the force in each member of the loaded
truss. Make use of the symmetry of the truss and of
the loading.

Problem 4/7

4/8 Determine the force in each member of the loaded
truss.

Problem 4/8

4/9 Determine the force in each member of the loaded
truss.

Problem 4/9

30°
30°

30°

3 kN

A

E

B C

D

A

D

2 m

3 m

4 m

15°

C

5 kN

B

30 kN

A
H

B C D

G F

E

60 kN

5 m 5 m

4 m

5 m 5 m

30 kN

Article 4/3 Problems 183

4/10 Calculate the force in each member of the loaded
truss.

Problem 4/10

4/11 Determine the forces in members AB, BC, and BD
of the loaded truss.

Problem 4/11

Representative Problems

4/12 Determine the force in each member of the loaded
truss. All triangles are isosceles.

Problem 4/12

30°

10 kN

16 kN

4 m

A

D

E

C

B

4 m

3 m

A

B

R

D
L

C

C

F

A B

D

E

1000 lb

90°

12′

12′

4/7 Determine the force in each member of the loaded
truss. Make use of the symmetry of the truss and of
the loading.

Problem 4/7

4/8 Determine the force in each member of the loaded
truss.

Problem 4/8

4/9 Determine the force in each member of the loaded
truss.

Problem 4/9

30°
30°

30°

3 kN

A

E

B C

D

A

D

2 m

3 m

4 m

15°

C

5 kN

B

30 kN

A
H

B C D

G F

E

60 kN

5 m 5 m

4 m

5 m 5 m

30 kN

Article 4/3 Problems 183

4/10 Calculate the force in each member of the loaded
truss.

Problem 4/10

4/11 Determine the forces in members AB, BC, and BD
of the loaded truss.

Problem 4/11

Representative Problems

4/12 Determine the force in each member of the loaded
truss. All triangles are isosceles.

Problem 4/12

30°

10 kN

16 kN

4 m

A

D

E

C

B

4 m

3 m

A

B

R

D
L

C

C

F

A B

D

E

1000 lb

90°

12′

12′

10kN

B

10kN 10kN

4/7
D
eterm
in
e the force in
 each m
em
ber of the loaded

truss. M
ake use of the sym
m
etry of the truss an
d of

the loadin
g.

Pro
b
le
m
 4/7

4/8
D
eterm
in
e the force in
 each m
em
ber of the loaded

truss.

Pro
b
le
m
 4/8

4/9
D
eterm
in
e the force in
 each m
em
ber of the loaded

truss.

Pro
b
le
m
 4/9

30°

30°

30°
3 kN

A E

B

C

D

A D

2 m

3 m

4 m

15°
C

5 kN

B

30 kN

A

H
B

C

D

G

F

E

60 kN

5 m

5 m

4 m

5 m

5 m

30 kN

A
rtic
le
 4/3

Pro
b
le
m
s
183

4/10
C
alculate the force in
 each m
em
ber of the loaded

truss.

Pro
b
le
m
 4/10

4/11
D
eterm
in
e the forces in
 m
em
bers A
B
,
B
C
, an
d B
D

of the loaded truss.
Pro
b
le
m
 4/11

Rep
resenta
tive Pro
b
lem
s

4/12
D
eterm
in
e the force in
 each m
em
ber of the loaded

truss. A
ll trian
gles are isosceles.

Pro
b
le
m
 4/1230° 10 kN

16 kN

4 m

A
D

E

CB

4 m

3 m

A

B

R

D

L

C

C

F
A

B
D

E

1000 lb

90°

12′

12′

Ay By

Ax

گام 1(
ترسیم پیکر آزاد 

گام2( 
تشکیل معادلات تعادل: 

با توجه به اینکه نیروی افقی به سیستم وارد نمی شود لذا عکس العمل افقی تکیه گاه A یعنی 
)Ax ( برابر صفر است.

x x

y y y

y y

A y

y y y

y y

F A

F A B

A B kN

M B

B B B kN

A kN A kN

0 0

0 10 10 10 0

30

0 10 4 10 8 10 12 16 0
24016 240 15
16

15 30 15

+

+

+

Σ = ⇒ =

↑ Σ = ⇒ + − − − =

+ =

Σ = ⇒ × + × + × − × =

= ⇒ = ⇒ = ↑

+ = ⇒ = ↑

→
x x

y y y

y y

A y

y y y

y y

F A

F A B

A B kN

M B

B B B kN

A kN A kN

0 0

0 10 10 10 0

30

0 10 4 10 8 10 12 16 0
24016 240 15
16

15 30 15

+

+

+

Σ = ⇒ =

↑ Σ = ⇒ + − − − =

+ =

Σ = ⇒ × + × + × − × =

= ⇒ = ⇒ = ↑

+ = ⇒ = ↑

→

x x

y y y

y y

A y

y y y

y y

F A

F A B

A B kN

M B

B B B kN

A kN A kN

0 0

0 10 10 10 0

30

0 10 4 10 8 10 12 16 0
24016 240 15
16

15 30 15

+

+

+

Σ = ⇒ =

↑ Σ = ⇒ + − − − =

+ =

Σ = ⇒ × + × + × − × =

= ⇒ = ⇒ = ↑

+ = ⇒ = ↑

→

I رابطة
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مثال 4
عكس العمل هاى تكيه گاهى تير ABC را به دست آوريد.

مقدار By را در رابطة  قرار مى دهيم داريم: 

30kN=10+10+10= كل بار

y yA B kN30 152= = =

y yA kN A kN15 30 15+ = ⇒ = ↑
نكته: 

هرگاه بارگذارى و هندسه سازه اى متقارن باشند كل بارهاى وارده به صورت مساوى بين 
دو تكيه گاه تقسيم مى شود. 

بنابراين  با توجه به تقارن در سازة فوق داريم :  

A
H G F

E
5 m 5 m

4 m

5 m 5 m

10kN

A

10kN 10kN ByAy

محور تقارن

50 in. 50 in. 50 in.

50 in.

80 in.

A B C D

F

(1)

(2)

Rigid

P (kips)
F=600N

D

B

3m 2m

A C

ميله
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y BD y yA F A A N600 1000 600 0 400+ = ⇒ + = = ⇒ = − ↓

 رابطه

از رابطه داريم:

x x

y y BD y BD

A BD BD

F A

F A F A F N

M F F N

0 0
0 600 0 600

0 600 5 3 0 1000

+

+

Σ = ⇒ =

↑ Σ = ⇒ + − = ⇒ + =

Σ = ⇒ × − × = ⇒ =

→+

50 in. 50 in. 50 in.
A B C D

P (kips)
F=600N

B

3mAy

Ax

FBD

2m

A C

50 in. 50 in. 50 in.
A B C D

P (kips)
F=600N

B

3mAy=400N

FBD=1000N

Ax=0

2m

A C

گام اول: 
 ABC ترسيم پيكر آزاد تير

چون عضو BD ميله است و با توجه به اين كه در تكيه گاه ميله اى عكس العمل تكيه گاهى، 
در راستاى ميله مى باشد، خواهيم داشت:

گام دوم: 
تشكيل معادلات تعادل

عكس العمل  جهت   ،Ay مقدار  در  منفى  علامت  به  توجه  با 
)خواهد بود؛ يعنى:  تكيه گاهى Ay به طرف پايين(

ABC پيكر آزاد تير

ربوط به اين موضوع را ببينيد.
ربوط به اين موضوع را ببينيد.فيلم م
فيلم م
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P=50kN F=80kN

(د) (ج)

خودآزمايى

1- پيكر آزاد هر كدام از شكل هاى زير را رسم نمائيد.

(ب)(الف)

A

B

O

m
m

خلاصة فصل
• مفهوم تعادل آن است كه ذره يا جسم مادى هيچ گونه حركت و يا چرخشى نداشته باشد.

• شرط تعادل نقطه مادى آن است كه برآيند نيروهاى وارد بر آن صفر باشد يعنى:

x

y

F
F

F

0
0

0
⎧∑ =⎪∑ = ⇒ ⎨

∑ =⎪⎩






X

Y

F
F
M

0
0
0

Σ =⎧
⎪Σ =⎨
⎪Σ =⎩

• هرگاه جسم يا نقطه مادى را از محيط اطراف خود جدا و نيروهاى وارد بر آن ها را در 
راستاهاى موجود نمايش دهيم، پيكر آزاد جسم و يا نقطه مادى را ترسيم نموده ايم.

• شرايط تعادل جسم صلب عبارت است از:

• براى تعيين عكس العمل هاى تكيه گاهى از معادلات تعادل جسم صلب و يا نقطة مادى 
استفاده مى شود.

m

A
Flexible

cable
كابل



y

x

M

F

A

P
F
F

Q
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(الف)

(ب)

(ج)

3
4

8m

4 m4 m

4 m

45° 45°

 600  400

 80  40

4 m

4 m4 m

 40

2m

1/5
m

3m

70kg

2- عكس العمل هاى تكيه گاهى را در شكل هاى زير به دست آوريد. 
( mg

s210= )
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(ه)

(و)

250 mm

A

B

300 mm

250 mm

400 N

α

bee80156_ch04_130-185.indd Page 146  9/30/09  2:52:50 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-04

= 60°

3m

2/5 m 2/5 m
400 N

2400 kg
A

B

G

4 m2 m

1.5 m
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كابل
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تحليل  
سازه هاى
ساختمانى

ك
اتي
است

 -
ل 
 او
ش

بخ
فصل 
پنجم

L

L

L

Stringer

Cross beam

L

L

L
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مقدمه:
سازه هاى ساختمانى شامل انواع سازه هاى قابى، سازه هاى پوسته اى، سازه هاى كابلى 

وسازه هاى خرپايى مى باشد.
به هر عضو يا مجموعه اى از اعضا كه نيروى وارد شده را تحمل نموده و منتقل نمايد، 

سازه گفته مى شود.
بنابراين تيرها ، ستون ها، بادبندها و ... نيز نوعى سازه مى باشند.

تكيه گاهى،  عكس العمل هاى  تعيين  سازه،  پايدارى  بررسى  سازه،  تحليل  از  منظور 
نيروهاى داخلى و تغيير شكل سازه تحت تاثير نيروهاى خارجى وارد به آن مى باشد كه در 
فصل چهارم راجع به تعيين عكس العمل ها بحث شد و در اين فصل تنها به تعيين نيروهاى 

داخلى در اجزاى خرپاهاى صفحه اى و تيرها بسنده مى شود.

هدف هاى رفتارىهدف هاى رفتارى
پس از آموزش اين فصل از فراگير انتظار مى رود بتواند:

1- تحليل سازه را تعريف نمايد.
2- خرپا را بشناسد و انواع آن را نام ببرد.

3- فرضيات تحليل خرپا را بداند.
4- روش مفاصل (گره ها) را در تحليل خرپا به كار گيرد.

5- اعضاى صفر نيرويى را در خرپاها تعيين نمايد.
6- تير را تعريف كرده و بارهاى وارد بر آن را بشناسد.

7- رفتار تير تحت تأثير بارهاى خارجى را بشناسد.
8- عكس العمل هاى تكيه گاهى تيرها با بار گسترده يكنواخت را به دست آورد.

9- نيروهاى داخلى تيرها با بار متمركز را محاسبه نمايد.
ترسيم  را  متمركز  بار  با  تيرهاى  در  خمشى  لنگر  و  برشى  نيروى  نمودارهاى   -10

نمايد.
به دست  را  متمركز  بار  با  تيرها  خمشى  لنگر  و  برشى  نيروى  حداكثر  مقادير   -11

آورد.
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 (Truss) 5- 1             خرپا
خرپاها سازه هايى هستند متشكل از اعضا (ميله هايى) كه در دو انتهاى خود به صورت 

مفصل (پين) به يكديگر متصل شده و عموماً تشكيل شبكه هاى مثلثى مى دهند.
5–1–1- انواع خرپا 

خرپاها به طور كلى به دو گروه تقسيم مى شوند.
1- خرپاهاى صفحه اى: خرپاهايى هستند كه فرم پايه آن ها تشكيل شده از سه عضو 
(ميله) و سه گره (پين يا مفصل) كه در يك صفحه واقع شده و با افزودن دو عضو و يك گره 

جديد گسترش مى يابد.

2- خرپاهاى فضايى: به خرپاهايى گفته مى شود كه فرم پايه آن ها تشكيل شده از 
شش عضو و چهار گره كه يك شبكه فضايى ساخته و با افزودن سه عضو و  يك گره جديد 

گسترش مى يابد.

شكل 1-5

شكل 2-5

B

D

C

A

D D

C EA

B D

عضو AB خرپا

گرة خرپا
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با توجه به شكل (5-3) ديده مى شود كه در چهارضلعى ABCD كه اضلاع آن به 
صورت مفصل يا پين به هم متصل شده اند با وارد آوردن نيروى نه چندان بزرگ F به راحتى 
C منتقل مى شود بنابراين سازه ناپايدار بوده  B و C به ́  دچار تغييرشكل شده و نقطه B به́ 

و اين مسئله نامطلوب است.

5–1-2- شكل خرپاها
همان طور كه گفته شد خرپاهاى ساده از تعدادى شبكه مثلثى تشكيل مى يابند و دليل استفاده 
از هندسة مثلثى در خرپاها، پايدارى هندسى مثلث نسبت به ساير اشكال هندسى مى باشد. چرا 
كه در مثلث تغيير زاويه مشروط به تغيير طول اضلاع آن مى باشد و اين تغيير در هندسة مثلثى 
خرپاها به سادگى اتفاق نمى افتد درحالى كه در يك هندسة چهارضلعى بدون تغيير طول اضلاع 

آن ها تغيير شكل به راحتى صورت مى پذيرد.

A

B

B'

C
C'

D

bee80156_ch06_226-275.indd Page 231  10/16/09  11:50:29 AM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-06

F

شكل 3-5

شكل 4-5

براى تأمين پايدارى سازه فوق كافى است عضو قطرى BC را به آن بيافزاييم و چهار 
ضلعى را به دو مثلث تبديل نماييم. (شكل 4-5)

كارعملى: شكل هاى (5-3) و (5-4) را با قطعات چوبى و اتصال مفصلى بسازيد و 
با اعمال نيروى متناسب، عملكرد آن ها را با يكديگر مقايسه نماييد.

A

B

B'

C
C'

D
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F
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5–1–3- فرضيات تحليل خرپاها:
منظور از تحليل خرپا، تعيين نيروى داخلى هر عضو خرپا و محاسبة عكس العمل هاى 

تكيه گاهى آن مى باشد و مبتنى بر فرضياتى به شرح ذيل است: 
اعمال  آن  به  گره ها  محل  در  و  خرپا  صفحه  در  خرپا  بر  وارد  خارجى  نيروهاى   -1

مى شود. شكل (5-5)

شكل 5-5

شكل 6-5

L

L

L

Stringer

Cross beam

L

L

L

2- اعضاى خرپا (ميله ها) به صورت مفصلى به يكديگر متصل مى شوند.
با توجه به فرضيات فوق، نيروهاى داخلى و خارجى در محل گره به صورت متقارب 
خواهند بود. بنابراين نيروهاى داخلى اعضا در راستاى آن ها و به صورت كششى يا فشارى 

عمل مى نمايند.

Howe
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D M

EC
F F

F F
فشارى

كششى

P
P

P

P
P

P
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5–1-4- روش تحيل خرپا 
براى تحليل خرپاها روش هاى مختلفى وجود دارد كه در اين قسمت به روش تحليل مفاصل 

(گره ها) اشاره مى شود و در مقاطع بالاتر با ساير روش هاى تحليل خرپا آشنا خواهيد شد.
5–1–5- روش مفاصل (گره ها) در تحليل خرپاها: 

است  تعادل  حال  در  خرپا  كل  چون  كه  است  استوار  اصل  اين  بر  روش  اين  فلسفه 
پس هر گرة آن نيز بايد در حال تعادل باشد، بنابراين عموماً مراحل تحليل خرپا در اين روش 

عبارت است از:
 ←⎯⎯ ⎯⎯← 2) ترسيم پيكر آزاد هر گره  1) محاسبه عكس العمل هاى تكيه گاهى 

⎯⎯← 4) حل معادلات   x

y

F
F

0
0

Σ =⎧
⎨Σ =⎩

3) اعمال شرايط تعادل هر گره (نقطة مادى) يعنى: 
تشكيل شده و محاسبة مجهولات مورد نظر

شكل 7-5

Ax A FAD

FAC

Ay

FAD
FBD

D

FCD

P

A B

C

D

P
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و . . .

شروع  گره اى  از  گره ها،  آزاد  پيكر  ترسيم  در   -1 نكته 
مى نمائيم كه بيش از دو مجهول نداشته باشد.

نكته 2- بهتر است نيروى داخلى اعضا را ابتدا به صورت 
كششى فرض نموده و با رسيدن به جواب مثبت اين فرض 
صحيح بوده و در غير اين صورت عضو مورد نظر فشارى 

خواهد بود.

Ax B

C

D

PAy
By
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Ay By

B

C

D

P

A

شكل 8-5

جهت  و  شده  دور  گره  از  كششى  نيروهاى  جهت  هرگره  آزاد  پيكر  ترسيم  در   -3 نكته 
نيروهاى فشارى به گره نزديك مى شود. 

نتيجه نهايى تحليل خرپاى شكل (5-7) در شكل (5-8) نشان داده شده است.

شارىفشارى
ف

كششىكششى
شى

كش

    تاريخ مهندسى (مطالعه آزاد)
خرپايى،  ساختمان هاى  نوع  اولين  كه  است  آمده  چنين  غرب،  فنى  تاريخ  كتاب هاى  در 
خرپاى  نوع  اولين  كه  شده  گفته  همچنين  است.  شده  ساخته  ميلادى  شانزدهم  قرون  در 
واقعى ثبت شده در تاريخ در قرن شانزدهم ميلادى توسط يك مهندس رومى به نام پالاديو 
(Paladio) (1580 - 1518 م) ابداع و ساخته شده است. اما سندهاى تاريخى نشان دهندة 
آن است كه ساختمان خرپايى در ايران باستان از هزارة سوم قبل از ميلاد ساخته مى شده 
است. مورد استناد در اين بررسى لوحه اى است كه در حفارى هاى باستان شناسى شوش 

به دست آمده و تاريخ آن به هزارة سوم قبل از ميلاد (پنج هزار سال پيش) مى رسد.
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مثال 1
خرپاى شكل روبه رو را تحليل نماييد.

1 – ترسيم پيكر آزاد كل خرپا.

2 – محاسبه عكس العمل هاى تكيه گاهى.
x x x

y y y

y y

A y

y y

y y

F A A kN

F A B

A B kN

M B

B B / kN

A / A / kN

0 5 0 5
0 20 0

20

0 20 4 5 3 8 0
65 8 138
8 13 20 11 87

+

+

Σ = ⇒ − = ⇒ = →

↑ Σ = ⇒ + − =

+ =

Σ = ⇒ × − × − × =

= ⇒ =

+ = ⇒ =

→+

I معادله

I در معادله
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A B

D

C

4m 4m

3m

5kN

20kN

ByAy

Ax B

D 5kN

20kN
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3 – تحليل گره ها:
 B و A براى تحليل گره ها با توجه وجود دو عضو (دو مجهول) در هر يك از گره هاى 

مى توانيم از هريك از آن ها شروع نماييم كه در اين مثال گرة A انتخاب مى گردد.

FAC

FAD

A 
Ax=5

Ay=11/87

FBC

FDC

C
FAC=10/82

: C پيكر آزاد  گرة

: B پيكر آزاد  گرة

: A پيكر آزاد  گرة

باتوجه به مشخص شدن نيروى داخلى عضو AC مى بينيم كه گره C  نيز داراى دو مجهول 
BC و CD مى باشد و اكنون مى توان تحليل اين گره را آغاز كرد.

→+
x AD AC AD AC

y AD AD

AD

sin /
tan ( ) /

cos /
F F cos F / F F

F / F sin / F /

F / kN

1 0 63 36 86 0 84
0 5 0 5 0 8 0

0 11 87 0 0 6 11 87
19 78

−

+

α =⎧
α = = ⇒ ⎨ α =⎩
Σ = ⇒ + α + = ⇒ + + =

↑ Σ = ⇒ + α = ⇒ = −

⇒ = −



AC

AC

/ ( / ) F
F / kN
5 0 8 19 78 0

10 82
⇒ + − + =
⇒ =

II معادله

II از معادله
كششى

فشارى

By=8/13

FBD

B

FBC=10/82

فشارى
y BD

BD BD

F F sin /

/F F / kN
/

0 8 13 0
8 13 13 550 6

+
↑ Σ = ⇒ α + =

−⇒ = ⇒ = −

→+ xكششى BC BC

y CD

F F / F / kN

F F

0 10 82 0 10 82

0 0
+

Σ = ⇒ − = ⇒ =

↑ Σ = ⇒ =
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الف) هرگاه در گره اى دو عضو غير هم راستا وجود داشته باشد و به آن گره نيروى 
خارجى و يا عكس العمل تكيه گاهى اعمال نشود، هر دو عضو صفر نيرويى خواهند بود. براى 
نمونه در شكل (5-9)، اعضاى AB و AD داراى چنين شرايطى هستند بنابراين عضو صفر 

نيرويى خواهند بود. يعنى:
      FAB = FAD = 0

b
e
e
8
0
1
5
6
_
c
h
0
6
_
2
2
6
-
2
7
5
.
i
n
d
d
 
P
a
g
e
 
2
3
8
 
 
1
0
/
1
6
/
0
9
 
 
1
1
:
5
0
:
4
6
 
A
M
 
u
s
e
r
-
s
1
7
3

/
V
o
l
u
m
e
s
/
M
H
D
Q
-
N
e
w
/
M
H
D
Q
1
5
2
/
M
H
D
Q
1
5
2
-
0
6

D
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ED

1000N

آيا اين خرپا داراى عضو صفر نيرويى ديگرى مى باشد؟ چرا؟ نام ببريد.
باشند،        هم راستا  آن  عضو  دو  كه  باشد  داشته  وجود  عضو  سه  گره اى  در  هرگاه  ب) 
در صورتى كه نيروى خارجى روى گرة مذكور نباشد، عضو سوم صفر نيرويى خواهد بود. در 

خرپاى شكل (5-10) اعضاى BC و KJ و IJ صفر نيرويى مى باشند.

A
B

C

D

E

F

G

H

25 kN

25 kN

50 kN

20 kN

I

J

K
L
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شكل 10-5

شكل 9-5

5–1–6- اعضاى صفر نيرويى
درمثال فوق ملاحظه گرديد كه نيروى داخلى عضو CD برابر صفر است كه اصطلاحاً 

به آن عضو صفر نيرويى گفته مى شود.
در موارد زير اعضاى صفر نيرويى بدون تحليل قابل تشخيص هستند.
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خودآزمايى
1- در خرپاى شكل زير مطلوب است:

الف) محاسبه عكس العمل هاى تكيه گاهى
ب) محاسبه نيروهاى داخلى اعضا و تعيين كششى يا فشارى بودن آن ها

A B

C

D

P
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P=100kN

5 m

3 m

3 m

2- در خرپاهاى زير نيروهاى داخلى اعضا را محاسبه نماييد.

A
B

450 lb

C

24 in.7.5 in.

10 in.
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1200N

4/00m
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(الف)

(ب)

A B

C

D

E F

12 kips

18 kips

5 ft

5 ft

12 ft
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3- در خرپاى شكل زير
اولاً: اعضاى صفر نيرويى را تعيين كنيد.

ثانياً: نيروى داخلى ساير اعضا را محاسبه كنيد.

(الف)

4- در خرپاهاى زير اعضاى صفر نيرويى را مشخص نماييد.

(ب)

6 ft6 ft

7.5 ft

10 kips

6 ft

A B C

E

D

G

F

H 

6 ft
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A B C

D
E F
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1.6 m

3 m 3 m
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5-2             تحليل تيرها 
نيروهاى  و  تكيه گاهى  عكس العمل هاى  تعيين  فصل  اين  در  تير  تحليل  از  هدف       

داخلى در هر مقطع از تير مى باشد.
(Beam) 5-2-1- تعريف تير

 تير عضوى است كه بارهاى عمود بر محور خود را تحمل و منتقل مى نمايد و در اكثر 
سازه هاى ساختمانى به كار مى رود.

5-2-2- انواع تيرها از نظر شرايط تكيه گاهى
     با توجه به انواع تكيه گاه ها كه قبلاً معرفى شده اند تيرها مى توانند به صورت هاى 
مختلف روى تكيه گاه ها قرار گيرند كه در اين قسمت به معرفى چند نوع از آن ها اكتفا مى شود. 

شكل (11-5)

شكل 11-5

Simple

Cantilever

تير ساده

P

P

P1 P2

تير طره اى (كنسولى)

تير ساده طره دار
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ج) بار گسترده غير يكنواخت
q1

q2

p q1 q2

شكل 14-5

شكل 15-5

د) تركيبى از انواع فوق 

شكل 12-5

شكل 13-5

5-2-3- انواع بارهاى وارد به تير
بارها به صورت هاى گوناگون به تيرها وارد مى گردند كه تعدادى از آن ها عبارت اند از:

الف) بار متمركز
P

q
ب) بار گسترده يكنواخت
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شكل 16-5

5-2-4- تعيين عكس العمل هاى تكيه گاهى تيرها با بار گسترده يكنواخت
براى محاسبه عكس العمل هاى تكيه گاهى تيرها تحت بار گستردة يكنواخت ابتدا بايد مقدار 

و محل اثر برآيند بارهاى گسترده يكنواخت وارد به تير را تعيين نمود. مطابق شكل (16-5)
مقدار برآيند بار گسترده برابر مساحت مستطيل بار وارده و محل اثر آن نقطة تلاقى دو قطر 

مستطيل (نصف طول آن) خواهد بود.
با توجه به موارد فوق الذكر پيكر آزاد تير را ترسيم نموده و عكس العمل هاى تكيه گاهى را 

محاسبه مى نماييم.
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q

L

مثال 2
عكس العمل هاى تكيه گاهى تير شكل زير رامحاسبه نماييد.

kNq m20=
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C D

A B

1m 1/5m 1m

الف) ابتدا مقدار برآيند بار گسترده (مساحت مستطيل) را به دست مى آوريم
P q.L P / kN20 1 5 30= ⇒ = × =
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Bx

30kN

Ay By

B

1/75m 1/75m

30kN

C D

Bx

Ay By

B

1m 0/75m0/75m 1m

ج) با تشكيل معادلات تعادل و حل آن ها خواهيم داشت:

مقدار By را در معادله I قرار مى دهيم تا Ay به دست آيد.

x x

y y y

y y

A y

y

F B

F A B

A B kN

M / B /

B kN

0 0
0 30 0

30

0 30 1 75 3 5 0
15

+

+

Σ = ⇒ =

↑ Σ = ⇒ + − =

⇒ + =

Σ = ⇒ × − × =

⇒ =

→+

I

I از معادلة y y y yA B A A kN30 15 30 15⇒ + = ⇒ + = ⇒ =

ب) محل اثر برآيند بار گسترده در نصف طول مستطيل مى باشد كه در پيكر آزاد تير ديده 
مى شود.
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5-2-6- نيروهاى داخلى در تيرها با بار متمركز
هنگامى كه تير تحت تأثير بار قرار مى گيرد در هر نقطه از طول تير نيروهايى به وجود 
مى آيند كه به آن ها نيروهاى داخلى تير مى گويند. براى اين كه نيروهاى داخلى در هر نقطه 
از تير تعيين شود بايد يك برش (مقطع) عمود بر محور تير در آن نقطه در نظر گرفت و پيكر 
آزاد يكى از قطعات سمت چپ يا راست مقطع مورد نظر را ترسيم نموده و با توجه به بحث 
 a-a تعادل اثر قطعه ديگر را بر روى آن اعمال كرد. به عنوان مثال در شكل (5-19) در مقطع

خواهيم داشت:

5-2-5- رفتار تير تحت تأثير بارهاى خارجى
هنگامى كه تيرى تحت تأثير نيروهاى خارجى مطابق شكل (5-17) واقع مى شود، در 

آن پديده هاى خمش و برش ايجاد مى گردد.
تير  فوقانى  و  تحتانى  تارهاى  يا  لايه ها  در  فشار  و  كشش  ايجاد  باعث  خمش  پديده 

مى گردد. شكل (17-5)

شكل 17-5

V

MM

Shear

Bendingخمش

شكل 18-5

پديده برش، رفتارى از تير است كه تمايل دارد تير را در مقاطع مختلف آن قطع نمايد. 
اين رفتار، شبيه رفتار يك قيچى مى باشد. شكل (18-5)

V

V برش
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5-2-6-1- علائم قرار دادى نيرو هاى داخلى تيرها
براى ايجاد يكنواختى در محاسبات نيروهاى داخلى در مقاطع تيرها بهتر است جهت هاى 

مثبت نيروى برشى و لنگر خمشى را به صورت شكل (5-21) در نظر بگيريم.

و مطابق قانون سوم نيوتن همين اثر روى قطعه سمت راست و در جهت مخالف وجود 
دارد. شكل (20-5)

بنابراين نيروهاى داخلى در هر مقطع از تيرها عبارتند از:

B

C

P2

RB

M'

V'
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p

Va

Ma

By

شكل 20-5

(V) 1- نيروى برشى
(M) 2- لنگر خمشى

شكل 19-5

p

B
C

A

w

x

P1 P2

(a)

CA

wP1

RA

(b)V

M
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a

a

Ay

Ma
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مثال 2
در تير شكل مقابل مطلوب است:

الف) محاسبه عكس العمل هاى تكيه گاهى 
 C ب) محاسبه نيروى برشى و لنگر خمشى در نقطه

B

C

P2

RB

M'

V'
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p

Va

Ma

By

شكل 21-5

5-2-6-2- محاسبة نيروهاى داخلى تيرها با بار متمركز
براى محاسبة نيروهاى داخلى در هر مقطع، پس از ترسيم پيكر آزاد يكى از قطعات 
سمت چپ يا راست آن مقطع و قرار دادن نيروى برشى V و لنگر خمشى M مطابق قرارداد 
فوق كافى است معادلات تعادل را براى قطعه مورد نظر تشكيل داده و اقدام به حل آن ها نماييم.
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CA B

P2=20kN

P1=40kN

2m 1m 1m 1m

CA

RA

V

M
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قطعه سمت چپقطعه سمت راست
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گام3) براى تعيين نيروهاى داخلى در مقطع C، تير را در اين نقطه به دو قسمت تقسيم نموده 
و قطعة سمت چپ را مورد بررسى قرار مى دهيم.

VC

MC

Ay=28 kN

40

2m 1m

تعادل  معادلات  تشكيل  گام4) 
yو حل آن ها براى اين قطعه  c c

c c

c

F V V kN

M M

M kN.m

0 28 40 0 12

0 28 3 40 1 0
44

+

+

↑ Σ = ⇒ − − = ⇒ = −

Σ = ⇒ × − × − =

=

گام2) محاسبه عكس العمل هاى تكيه گاهى:
x x

y y y

y y

A y

y

y y

F A

F A B

A B kN

M B

B kN

A A kN

0 0
0 40 20 0

60

0 40 2 20 4 5 0
32

32 60 28

+

+

Σ = ⇒ =

↑ Σ = ⇒ + − − =

+ =

Σ = ⇒ × + × − =

=

⇒ + = ⇒ =

→+

I رابطة

I از رابطة

C

ByAy

Ax

P2=20kN

P1=40kN

2m 1m 1m 1m

گام1) ترسيم پيكر آزاد تير:
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(ب)

خودآزمايى
1- عكس العمل هاى تكيه گاهى تيرهاى زير را به دست آوريد.

300 lb/ft

4′4′4′

A B

2 m 2 m 2 m 1m

kNq
m

3=
2 kN

B

(د)

600 N/m

8 m

4 mA 4 m
8 m

Nq
m

600=

2- در تيرهاى زير نيروى برشى و لنگر خمشى را در مقاطع نشان داده شده به دست آوريد.

(الف)

(ب)

A

B

2 m 2 m 2 

2 kN

8 kN
3 kN

1 m

a

a
1 m 3 m 1 m

l––
2

l––
2

PP

A

4 kN

0/5 m

b c

b c
1 m 1 m 0/5 m

8 kN

(الف)

12kN
2

w

l5 m

A B

kNq
m

10=

(ج)

l

P/l  N/m P

ll

P=15 kN

1/5m1/5m1/5m

kNq
m

50=

A B
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5-2-7- مقادير حداكثر نيروهاى برشى و لنگر خمشى در تيرها با بار متمركز
را   C دلخواه  نقطه  در  خمشى  لنگر  و  برشى  نيروى  محاسبه  چگونگى  قبل  مثال  در 
مشاهده نموديم. براى مهندسين معمولاً مقدار ماكزيمم نيروهاى داخلى و محل آن ها مهم است.
حال اين سوال مطرح مى شود كه مقادير نيروى برشى و لنگر خمشى حداكثر در كدام 

نقطه از طول تير به وجود مى آيد؟
براى پاسخ به اين سوال بايد مقادير نيروى برشى و لنگر خمشى را در تمام نقاط طول 
تير همانند مثال قبل محاسبه نموده تا مقادير حداكثر مورد نظر و محل آن ها مشخص شود كه 
اين روش، كارى است طاقت فرسا. لذا بهتر است كه مقادير نيروى برشى و لنگر خمشى در 
طول تير را به صورت نمودار نشان داده و از روى نمودار مقادير حداكثر نيروى برشى و لنگر 

خمشى و محل آن ها را تعيين نمود.
5-2-8- ترسيم نمودارهاى نيروى برشى و لنگر خمشى تيرها با بار متمركز

نمودار نيروى برشى و يا لنگر خمشى عبارت است از نمودارى كه مقادير نيروى برشى 
و لنگر خمشى را در هر نقطه از تير مشخص نمايد. هدف از ترسيم چنين نمودارهايى تعيين 
نقاطى است كه حداكثر نيروى برشى و لنگر خمشى در آن ها به وجود مى آيد .براى رسيدن به 
اين هدف تير را در محل هايى كه بارگذارى آن تغيير مى نمايد به چند ناحيه تقسيم نموده و 
در هر ناحيه معادلات نيروى برشى و لنگر خمشى را بر حسب طول تير تعيين و سپس نمودار 

معادلات مذكور ترسيم مى گردد.                                                            
مراحل ترسيم نمودارهاى نيروى برشى و لنگر خمشى در تير با بار متمركز به شرح 

ذيل خواهد بود: 
1- محاسبه عكس العمل هاى تكيه گاهى تير

2- ما بين هر دو بار متمركز يك مقطع به فاصله X از تكيه گاه در نظر گرفته و محدوده 
X را تعيين مى نماييم. عكس العمل هاى تكيه گاهى نيز، بار متمركز محسوب مى شوند.

3- پيكر آزاد يكى از قطعات سمت چپ و يا راست مقطع مورد نظر را ترسيم مى كنيم.
4- با تشكيل معادلات تعادل براى قطعة مورد نظر، به معادلات نيروى برشى و لنگر 

خمشى بر حسب X خواهيم رسيد.
5- با ترسيم نمودارهاى نيروى برشى و لنگر خمشى در محدوده هاى مختلف تير به 

نمودارهاى موردنظر دست مى يابيم.



89

مثال 3
نمودارهاى نيروى برشى و لنگر خمشى 

تير مقابل را ترسيم نمائيد.
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CA B

P=20kN

3m3m

Va

x
Ay=10 kN

Ma

1- محاسبه عكس العمل هاى تكيه گاهى: با توجه به تقارن تير داريم: 

→+
x x

y y

F B

A B kN

0 0
20 102

Σ = ⇒ =

= = =

2- مقطع  a-a به فاصله x از تكيه گاه A را در نظر گرفته و محدودة x را مشخص مى نمائيم.
a-a 3- ترسيم پيكر آزاد قطعة سمت چپ مقطع

x m0 3≤ ≤

P=20kN

Bx

b

ba
x

a

By=10 kNAy=10 kN 3m3m
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5- اكنون نمودار نيروى برشى را با استفاده از معادلات I و III ترسيم مى نمائيم.

a

b

(I) V kN x m

(III) V kN m x m

10 0 3
10 3 6

= ≤ ≤

= − ≤ ≤

a(II) M x x m10 0 3= ≤ ≤

b(IV) M x m x m60 10 3 6= − ≤ ≤

x (m)
0
3

0
30

M(kN.m)

x (m) M(kN.m)
3
6

30
0
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20kN

3m

10 kN

30 kN.m

10 kN

3m

+

 (V) نمودار نيروى برشى

 (M) نمودار لنگر خمشى

+
-

6- نمودار لنگر خمشى را با استفاده از معادلات II و IV و به روش نقطه يابى در نقاط ابتدا 
و انتهاى هر ناحيه ترسيم مى كنيم.

I نمودار معادله

II نمودار معادله
III نمودار معادله

IV نمودار معادله
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مثال 4
در تير شكل مقابل مطلوب است:

الف- ترسيم دياگرام نيروى برشى تير
ب- ترسيم دياگرام لنگر خمشى تير

ج- تعيين نيروى برشى و لنگر خمشى حداكثر تير.

→+
x x

y y y

A A A

F A

F A A kN

M M / / M kN.m

0 0

0 24 40 0 64

0 24 0 5 40 1 20 0 60

+

+

Σ = ⇒ =

↑ Σ = ⇒ − − = ⇒ =

Σ = ⇒ − + × + × = ⇒ =

0/7 m
1/2 m

0/5 m

A BA C D E

300 300225 225
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24 kN 40 kN

B C

حل:
الف) محاسبه عكس العمل هاى تكيه گاهى
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y b b

b b A

b

b

F V V kN

M M M x (x / )
M x (x / )

M x

0 64 24 0 40

0 64 24 0 5 0
64 24 0 5 60

40 48

+

+

↑ Σ = ⇒ − − = ⇒ =

Σ = ⇒ − − + × − − =
⇒ = − − −

= −

y a a

a a A a

F V V kN

M M x M M x

0 64 0 64

0 64 0 64 60

+

+

↑ Σ = ⇒ − = ⇒ =

Σ = ⇒ − + − = ⇒ = −

BA C D E

300 300225 225
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B C

a b

a b
/ x /0 5 1 2≤ ≤x /0 0 5≤ ≤

x

Va

Ma

MA=60

24 kN 40 kN

Ay=64
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a-a مقطع

x

0/5 x -0/5

Vb

Mb

MA=60

Ay=64
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24 kN

b-b مقطع

:( x /0 0 5≤ ≤ ) AB معادلات نيروى برشى و لنگر خمشى در ناحيه

x /0 0 5≤ ≤

/ x /0 5 1 2≤ ≤

/ x /0 5 1 2≤ ≤

:( / x /0 5 1 2≤ ≤ ) BC معادلات نيروى برشى و لنگر خمشى در ناحيه

A
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max

max

V kN

M kN.m

64
60

=

=

ترسيم معادلات برش و خمش:

ج) با توجه به نمودار، حداكثر نيروى برشى و لنگر خمشى در تكيه گاه قرار دارد و مقدار 
آن برابر است با:

به وجود  تكيه گاه  در  خمشى  لنگر  و  برشى  نيروى  حداكثر  كنسولى  تيرهاى  در  نتيجه: 
مى آيد.

0/70/5

64

 60
 28

40

BA C D E

300 300225 225

bee80156_ch12_500-535.indd Page 510  10/8/09  4:35:33 AM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-12

24 kN 40 kN

B C

+ +

- -

نمودار نيروى برشى

نمودار لنگر خمشى

A
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خلاصة فصل
• خرپاها به دو گروه كلى صفحه اى و فضايى تقسيم مى شوند.

• خرپاها تشكيل شبكة مثلثى مى دهند.
• نيروهاى خارجى وارد بر خرپاها در صفحه خرپا و در محل گره ها به آن ها اعمال مى شود.

• اعضاى خرپاها به صورت مفصلى به يكديگر متصل مى شوند.
عكس العمل هاى  محاسبة  و  خرپا  عضو  هر  داخلى  نيروى  تعيين  خرپا،  تحليل  از  منظور   •

تكيه گاهى آن مى باشد.
• براى تحليل خرپاها از روش مفصل (گره) استفاده مى شود.

• در گره هاى داراى دو عضو غير هم راستا در صورتى كه نيروى خارجى وجود نداشته 
باشد هر دو عضو صفر نيرويى خواهند بود.

• در گره هاى داراى سه عضو كه دو عضو آن ها هم راستا باشند، در صورت عدم وجود 
نيروى خارجى در آن گره، عضو سوم، صفر نيرويى خواهد بود.

• هدف از تحليل تير، تعيين عكس العمل هاى تكيه گاهى و نيروهاى داخلى در هر مقطع از 
تير مى باشد.

• تيرها در اثر اعمال بارهاى خارجى داراى رفتارهاى خمشى و برشى مى باشند.
• نيروهاى داخلى در هر مقطع از تير عبارتند از : نيروى برشى و لنگر خمشى.

• مقدار برآيند بارهاى گسترده يكنواخت برابر است با مساحت بار گسترده.
وارده  بار  مستطيل  قطر  دو  تلاقى  محل  در  يكنواخت  گسترده  بارهاى  برآيند  اثر  محل   •

مى باشد.
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x

A B

P
2l–––
3

l––
3

2 m
50 kN

1 m

(الف)

(ب)

(د)

(ج)

A

B

2 kN

2 m 2 m 2 m

4 kN

2 kN

2 m 2 m 2 m

l––
2

l––
2

PP

A

 6000

1/5 m 1/5 m

 6000

A

B

2 m 2 m 2 m

20 kN

2 m 2 m 1/5 m1/5 m

2 kN2 kN 10 kN10 kN

A B

خودآزمايى
1- در تيرهاى زير مطلوب است:

الف) ترسيم نمودار هاى نيروى برشى و لنگر خمشى
ب) تعيين محل لنگر خمشىِ حداكثر

ج) تعيين مقادير حداكثر نيروى برشى و لنگر خمشى تير
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خواص هندسى 
سطوح

ك
اتي
است

 -
ل 
 او
ش

بخ
فصل 
ششم

GG

G
G
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مقدمه:
اجسام  مى روند.  به شمار  اجسام  هندسى  اصلى  خصوصيت  سه  حجم  و  سطح  طول، 
يك بعدى مانند طناب با طولشان، اجسام دو بعدى مانند يك قطعه زمين با مساحتشان و اجسام 

سه بعدى مثل يك ساختمان با حجمى كه دارند مشخص مى شوند.
اين خصوصيات تمام ويژگى هاى اجسام را بيان نمى كنند؛ مثلاً دو قطعه زمين هم مساحت 
ممكن است داراى شكل هاى هندسى متفاوت باشند. بنابراين اجسام داراى خصوصيات ديگرى 
نيز مى باشند كه در اين فصل به بررسى بعضى از خصوصيات سطوح شامل گشتاور اول سطح، 

مركز سطح، گشتاور دوم سطح و مدول مقطع يا اساس مقطع آن ها مى پردازيم.

6- 1            گشتاور اول سطح (ممان استاتيك) 
در فصل دوم با گشتاور نيرو آشنا شديم كه عبارت بود از حاصل ضرب نيرو در فاصلة آن 

نيرو تا يك محور. گشتاور اول سطح نيز تعريفى مشابه گشتاور نيرو داشته و عبارت است از:
حاصل ضرب مساحت در فاصلة مركز آن تا محور مورد نظر. 

گشتاور اول سطح با نماد Q نمايش داده مى شود و واحد آن طول به توان 3 مى باشد 
يعنى m3 و يا cm3 و . . .

هدف هاى رفتارىهدف هاى رفتارى

پس از آموزش اين فصل از فراگير انتظار مى رود بتواند:
1- خواص هندسى سطوح را بشناسد و نام ببرد.

2- گشتاور اول سطح را تعريف نمايد.
3- مركز سطح سطوح مختلف هندسى را به دست آورد.
4- مختصات مركز سطح سطوح متقارن را تعيين نمايد.

5- روابط مربوط به گشتاور دوم سطح را بشناسد و به كار گيرد.
6- ممان اينرسى سطوح مركب را محاسبه نمايد.
7- اساس مقطع سطوح مختلف را به دست آورد.

استخراج  آن ها  استاندارد  جدول  از  را  شده  نورد  مقاطع  هندسى  مشخصات   -8
نمايد.
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جدول )1-6(

نام سطح شکل هندسی X Y توضیحات

مستطیل
(مربع)

b
2

h
2

مرکز سطح مستطیل محل 
تلاقی دو قطر آن می باشد

 مثلث
قائم الزاویه

b
3

h
3

مرکز سطح مثلث 
 1
3

قائم الزاویه در فاصلة 
از قاعدة آن می باشد

دایره r r مرکز سطح دایره 
مرکز دایره می باشد

x نسبت به محور A گشتاور اول سطح
)1-6(

y نسبت به محور A گشتاور اول سطح

Y مختصات مرکز سطح A می باشند. X و  در روابط فوق 
در جدول )6-1( مختصات مرکز سطح بعضی از سطوح هندسی نسبت به محورهای 

x و y آمده است.

x

y

Q A.Y

Q A.X

=

=

A

y

x

مرکز سطح

X

Y

در شکل زیر با توجه به تعریف داریم:

شکل 1-6

G
y

x
b

h

x←→

←
→

G
y

x
b

h

y

x

Gy

x

r
y

x

y
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مثال 1
گشتاور اول سطح (ممان استاتيك) مستطيل را نسبت به محورهاى x و y محاسبه كنيد.

y

x

b=2cm

h=
4c

m

3cm

1

X

Y

با توجه به شكل فاصله مركز سطح از محورهاى x و y عبارتند از:

مساحت مستطيل برابر است با
x ممان استاتيك نسبت به محور
y ممان استاتيك نسبت به محور

x x

y y

bX X cm

hY Y cm

A b.h cm

Q A.Y Q cm

Q A.X Q cm

2

3

3

23 3 42 2
41 1 32 2

2 4 8
8 3 24
8 4 32

= + ⇒ = + =

= + ⇒ = + =

= = × =

= ⇒ = × =

= ⇒ = × =
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6-2            گشتاور اول (ممان استاتيك) سطوح مركب 
به منظور محاسبه گشتاور اول سطوح مركب، آن ها را به سطوح هندسى ساده تجزيه 
نموده و ممان استاتيك هر يك از آن ها را نسبت به محورهاى مورد نظر محاسبه و با يكديگر 

جمع جبرى مى نمائيم. يعنى:

شكل 2-6

n

x i xi
i
n

y i y
i

i

Q A y Q A y A y A y

Q A x Q A x A x A x

1 2 31 2 3
1

1 2 3
1

1 2 3

=

=

= ⇒ = + +

= ⇒ = + +

∑

∑

n

x i i
i
n

iy i
i

Q A y

Q A x

1

1

=

=

=

=

∑

∑
(2-6)

به عنوان نمونه در شكل (6-2) خواهيم داشت:
y

x

A1

A2

A3

x 1

x 2

x 3

y1 y3
y2
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حل:
تجزيه  مثلثى  و  مستطيلى  ساده  سطح  دو  به  زير  شكل  مطابق  را  شده  داده  مركب  سطح 

مى كنيم.  

به كمك جدول (6-2) حل مسئله را ادامه مى دهيم

مثال 2
گشتاور اول سطح داده شده را نسبت به محورهاى x و y محاسبه كنيد.

y

x

8cm 6cm
9c

m
5c

m
4cm

y

A1
A2G1

G2

x

X1
84 82= + =

X2
64 8 143= + + =

Y
/

1
9

5
9

5
2

=
+

=

Y 2
9

5
8

3
=

+
=
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جدول (2-6)

سطوح (Ai) مساحت x y x iQ Ay= y i
Q Ax=

A1 8 9 72× = 8 9/5 72×9/5=684 72×8=576

A2
6 9 272

× = 14 8 27×8=716 27×14=376

Σ 1400 954

cm3cm3cmcmcm2

بنابراين:

x

y

Q cm

Q cm

3

3

1400
954

=

=

6-3             مركز سطح سطوح مركب 
براى محاسبه مركز سطح سطوح مركب با توجه به اين كه گشتاور اول كل سطح با 

مجموع گشتاورهاى اول اجزاى سطح مركب با هم برابرند مى توان نوشت:

Y مختصات مركز سطح مركب مورد نظر مى باشند كه نسبت به  X و  در روابط فوق 
محورهاى مختصات دلخواه تعيين مى شوند.

y n
i

n i
i iy i

i

x n
i in

i i
i ix i i

i

i
i

i

Q AX A x
AX A x X

AQ A x

Q AY A y
AY A y Y

AQ A y

1
1

1
1

=
=

=
=

⎫=
⎪ ⇒ = ⇒ =⎬

= ⎪
⎭
⎫=
⎪ ⇒ = ⇒ =⎬

= ⎪
⎭

∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑

(3-6)



104

مثال 3
مختصات مركز سطح شكل زير را محاسبه نمائيد. 

(ابعاد شكل بر حسب cm است)

20

5
25

10 20

y

xo

A2

A1

به منظور سادگى حل مسئله محورهاى مختصات x و y را  طورى در نظر مى گيريم كه شكل 
در ربع اول دستگاه مختصات قرار گرفته و تمام طول ها مثبت باشند.

با  و  داده  تشكيل  را  آن ها  مشخصات  جدول  ساده  سطوح  به  مركب  شكل  تجزيه  از  پس 
استفاده از روابط (6-3) مختصات مركز سطح را محاسبه مى نمائيم. (جدول 3-6)
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در شكل زير مختصات مركز سطح نشان داده شده است:

i

i

i i

i

i
A x

X cm
A

A y
Y cm

A

12500 25500
10000 20500

= = =

= = =

∑
∑

∑
∑

جدول (3-6)

سطوح
مساحت 

(Ai)
i

x
iy x iQ Ay= y i i

Q A x=

A1 10×25=250 1020 252+ = /25 12 52 = 3125 6250

A2 5×50=250
50 252 = /525 27 52+ = 6875 6250

Σ 500 10000 12500

cm3cm3cmcmcm2

y 20=

x 25=

y

xo

G cm
G

cm
25
20

ربوط به اين موضوع را ببينيد.
ربوط به اين موضوع را ببينيد.فيلم م
فيلم م
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6-4             استفاده از تقارن در تعيين مركز سطح سطوح متقارن 
محور تقارن: خطى است كه سطح را به دو قسمت مساوى و قرينه تقسيم مى كند.

6-4-1- سطوح با يك محور تقارن 
اگر سطح داراى يك محور تقارن باشد، مركز سطح روى آن محور خواهد بود. 

شكل (3-6)

6-4-2- سطوح با دو محور تقارن:
هرگاه سطح داراى دو محور تقارن باشد مركز سطح در محل تلاقى آن دو محور خواهد 

بود. شكل (4-6) 

محور تقارن

محور تقارن

شكل 3-6

شكل 4-6

محور تقارن

G

G

G

G
GGG

محور تقارن



107

مثال 4
در شكل زير با استفاده از تقارن مختصات مركز سطح را به دست آوريد.

(ابعاد بر حسب سانتى متر مى باشد)

4 41
9

y

x

1/5
18 21

1/5

باتوجه به اين كه شكل داراى دومحور تقارن مى باشد لذا مركز سطح محل تلاقى آن ها 
خواهد بود. بنابراين داريم:

x / cm

y / cm

9 4 52
21 10 52

= =

= =
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خودآزمايى
1- در شكل هاى زير مختصات مركز سطح را محاسبه كنيد.

80

80

120

160

y

x

160mm

16
0m

m

80mm

80
m

m

x

600
mm

600
mm

300
mm

y

600mm

300mm

60
0m

m (الف)

(ب)

x

125 mm

200 mm 200 mm

60 mm

150 mm

125 mm

y

60mm

150mm200mm200mm

12
5m

m
12

5m
m

(ج)
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2- با استفاده از تقارن، مختصات مركز سطح را به دست آوريد.

y

x
4′′

3′′

5′′

6′′

2′′

4′′

5cm

3cm
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4cm

6cm

2cm
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(د)

(ه)
A B
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3 in.

6 in.

3 in. 3 in.
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واحد ممان اينرسى، طول به توان 4 يعنى cm4  يا mm4 و ... مى باشد.
درجدول (6-4) روابط ممان اينرسى بعضى از سطوح هندسى ساده نسبت به محورهاى 

مركزى آن ها آمده است.

باتوجه به مثال فوق درمى يابيم على رغم آن كه سطح مقطع خط كش در هر دو حالت 
يكسان است در حالت (الف) خط كش راحت تر خم مى شود. يعنى مقاومت آن در مقابل خم 
شدن (خمش) كمتر از حالت (ب) مى باشد. علت آن ممان اينرسى سطح مقطع خط كش است 

كه درحالت (الف) كمتر از حالت (ب) مى باشد.
به عنوان يك تعريف ساده از ممان اينرسى، مى توان گفت: 

گشتاور دوم سطح يا ممان اينرسى عامل مقاوم در مقابل خمش مى باشد و به توزيع ذرات 
تشكيل دهندة جسم حول محور خمش بستگى دارد.

ممان اينرسى را با نماد I نشان داده و نسبت به محورهاى مختلف با انديس آن محور 
.x يعنى ممان اينرسى نسبت به محور Ix ،نام گذارى مى شود. به عنوان مثال

 (Moment of Inertia) (ممان اينرسى) 6 – 5           گشتاور دوم سطح
خط كشى را مطابق شكل (6-5) در نظر مى گيريم اگر بخواهيم آن را در دو حالت 

نشان داده شده خم كنيم به نظر شما دركدام حالت راحت تر خم مى شود؟ چرا؟

شكل 5-6

(الف)

(ب)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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مثال 5
ممان اينرسى سطح مقطع مقابل را نسبت به محورهاى 

مركزى آن محاسبه نماييد.
حل: 

مركز سطح مستطيل محل تلاقى دو قطر آن مى باشد 
بنابراين: 

را  مقطع  سطح  مركزى  محورهاى  موقعيت  ابتدا 
مشخص نموده سپس با استفاده از روابط جدول (4-6) 

IxG  و IyG را تعيين مى نمائيم.

8cm

10cm

G

y

x
xG

yG

bhI / cm

hbI / cm

3 3
4

3 3
4

8 10 666 6712 12
10 8 426 6712 12

×= = =

×= = =

جدول (4-6)

نام سطح شكل هندسى GIx GIy

مستطيل bh3

12
hb3

12

مربع a4

12
a4

12

دايره r4

4
π r4

4
π

Gh

b

yG

xG

Ga

a

yG

xG

G
r

yG

xG
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6-6             قضيه محورهاى موازى  
درقسمت قبل روش تعيين ممان اينرسى يك سطح نسبت به محور هايى كه از مركز 

آن سطح مى گذرد ، را ديديم.
حال مى خواهيم ممان اينرسى يك سطح را نسبت به محورهايى كه موازى محورهاى 

مركزى آن مى باشند، به دست آوريم.
محورهاى  به  نسبت  آن  اينرسى  ممان  اينكه  فرض  با   (6-6) شكل  در  مثال  عنوان  به 
مركزى ( xG و yG ) معلوم باشد، مى خواهيم ممان اينرسى مقطع را نسبت به محورهاى X و 

Y كه با فاصله d1 و d2 از محورهاى مركزى قرار دارند، محاسبه كنيم. 

G

G

X x

Y y

I I Ad

I I Ad

2
1

2
2

= +

= +

يعنى:

شكل 6-6

(4-6)

اين موضوع با قضيه محورهاى موازى كه به صورت زير بيان مى شود قابل محاسبه 
خواهد بود.

سطح  آن  مركزى  محورهاى  با  موازى  كه  محورهايى  به  نسبت  سطح  يك  اينرسى  ممان 
مى باشند، برابر است با ممان اينرسى آن سطح نسبت به محورهاى مركزى به اضافه حاصل 

ضرب مساحت در مجذور فاصله محور مورد نظر تا مركز سطح.

d1

d2

G

yGY

xG

A

X
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مثال 6
در شكل روبه رو مطلوب است:

 Iy و Ix محاسبه

X

h

b

Y

h G

b

Y

yG
xG

X

d 1

d2

حل:
الف) ابتدا ممان اينرسى را نسبت به محورهاى مركزى آن يعنى xG و yG تعيين مى كنيم.

xG

yG

bhI

hbI

3

3
12

12

=

=

xG X

X

X

X

X X

hd

A b.h
bh hI Ad I (b.h)( )

bh bh bh bhI

bh bh

I

I

I I

1

3
2 2

1

3 3 3 3

3 3

2

12 2
3

12 4 12
4
12 3

=

=

= + ⇒ = +

+⇒ = + ⇒ =

= ⇒ =

 xG بر طول مستطيل مماس مى باشد، فاصله آن از محور X ب) با توجه به اين كه محور
يعنى d1 برابر  است با:
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6– 7           محاسبه ممان اينرسى سطوح مركب  
براى محاسبه ممان اينرسى سطوح مركب، آن ها را به اشكال هندسى ساده تجزيه نموده 
و ممان اينرسى هر يك را نسبت به محور مورد نظر محاسبه و با يكديگر جمع جبرى مى نماييم. 

شكل (7-6)

yGY Y

Y Y

Y Y

bd

A b.h
hb bI Ad (b.h)( )

hb hb hb hb

hb hb

I I

I I

I I

2

3
2 2

2

3 3 3 3

3 3

2

12 2
3

12 4 12
4
12 3

=

=

= + ⇒ = +

+⇒ = + ⇒ =

= ⇒ =

X X X X

Y Y Y Y

I I I I
I I I I

1 2 3

1 2 3

= + −
= + −

Gi

Gi

n n

X Xi X i i
i i
n n

Y Yi Y i i
i i

I I (I A d )

I I (I A d )

2

1 1

2

1 1

= =

= =

= = +

= = +

∑ ∑

∑ ∑

ج) براى محور Y نيز خواهيم داشت:

و به طور كلى خواهيم داشت:
شكل 7-6

Y

X

Y

X

1

2
3

ربوط به اين موضوع را ببينيد.(5-6)
ربوط به اين موضوع را ببينيد.فيلم م
فيلم م
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 (Section Modulus) (اساس مقطع) 6– 8           مدول مقطع
اساس مقطع يا مدول مقطع نيز خاصيتى از سطح است كه همانند ممان اينرسى عامل 

مقاوم در مقابل خمش مى باشد كه در فصل نهم با كاربرد آن آشنا خواهيد شد.

مدول مقطع يك سطح مطابق شكل (6-8) با رابطه زير تعريف مى شود.

مثال 7
.y و x در شكل زير مطلوب است محاسبة ممان اينرسى نسبت به محورهاى

y

x
r

R

t=1 cm

30 cm

h

b

c1

c2

yG

xG شكل 8-6

G

G

x
x

I
S

c1
=

x y

x y

x y

x y

R

r R t r r cm

I I I I

R rI I

I I (R r ) ( )

I I / cm

4 4

4 4 4 4

4

30 152
15 1 14

4 4
15 144 4

9588 93

= =

= − ⇒ = − ⇒ =

= = −

π π= = −

π π= = − = −

= =

خارجى داخلى

(6-6)
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G

G

y
y

I
S

c2
=

bc2 2=

در اين رابطه داريم: 
xG مدول مقطع يا اساس مقطع نسبت به محور : Gx

S

xG ممان اينرسى سطح نسبت به محور : Gx
I

C1 : فاصلة دورترين تار تحتانى يا فوقانى سطح نسبت به محور مركزى (xG) مى باشد 

كه در مقاطع متقارن برابر نصف كل ارتفاع مقطع مى باشد. يعنى: 
hc1 2=                                          

و براى محور y نيز رابطه اى مشابه رابطة (6-6) خواهيم داشت بنابراين:

yG مدول مقطع يا اساس مقطع نسبت به محور : Gy
S

yG ممان اينرسى سطح نسبت به محور : 
Gy

I

 (yG) مركزى  محور  به  نسبت  مقطع  راست  يا  چپ  سمت  تار  دورترين  فاصله   :  C2

مى باشد كه در مقاطع متقارن برابر نصف پهناى مقطع است. يعنى:

(7-6)
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مثال 8
درشكل روبه رو مطلوب است:

 Ix الف) محاسبه
Sx ب) محاسبه

5 cm

16
 cm

2
2

5 2

y

x

d3

xG1

xG2

xG3

d1

y

x

1

3
2

الف)
- ابتدا سطح مقطع را به سه سطح 1، 2 و 3 

تجزيه مى كنيم.

 x محور  به  نسبت  را  سطوح  از  هريك  اينرسى  ممان  موازى  محورهاى  قضيه  كمك  به   -
محاسبه مى كنيم. 

: Ix1 محاسبه

d1=9

A1

xG1

y

x

x xG

x

I I A d

I ( )( ) cm

1 1

1

2
1 1

3
2 412 2 2 12 9 195212

= +

×= + × =
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d2=0

A2

xG2

y

x

A3

xG3

y

x

d3=9

: Ix2 محاسبه

: Ix3 محاسبه

ممان اينرسى كل مقطع برابر است با:

x xG

x

x

I I A d

I ( )( )

I / cm

2 2

2

2

2
2 2

3
2

4

2 16 2 16 012
682 67

= +

×= + ×

=

x xI I cm
3 1

41952= =

ix x x x x
i

x

x

I I I I I

I /

I / cm

1 2 3

3

1

4

1952 682 67 1952
4586 67

=

= = + +

= + +

=

∑

x
x x

x

hc c cm

I /S S
c

S / cm

1 1

1
3

20 102 2
4586 67

10
458 67

= ⇒ = =

= ⇒ =

=

به دليل تقارن A1 و A3 نسبت به محور x داريم:

ب) از رابطه (6–6) مدول مقطع نسبت به محور x را به دست مى آوريم.
به دليل تقارن، مقطع C1 برابر است با نصف كل ارتفاع مقطع يعنى:
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6– 9           مشخصات هندسى مقاطع نورد شده 
با توجه به اين كه مقاطع نورد شده با استانداردهاى كارخانة سازنده توليد مى شوند، 
لذا براى هريك از مقاطع توليدى شامل تير آهن ها، ناودانى ها، نبشى ها و ... جداول مشخصات 
هندسى هر مقطع نيز ارائه مى شود كه با استفاده از اين جداول مشخصات هندسى مقاطع نظير 
ابعاد، سطح مقطع، ممان اينرسى و ... استخراج مى شوند، به عنوان مثال شكل (6-7) قسمتى از 
جدول مشخصات مقاطع نيم پهن (IPE) را نشان مى دهد كه براى نمونه مشخصات هندسى 

IPE 200 را از آن استخراج نموده ايم.

مساحت مقطع
x ممان اينرسى حول محور
x اساس مقطع حول محور
y ممان اينرسى حول محور
y اساس مقطع حول محور

A=28/5 cm2h =200 mm=20 cm
b =100 mm=10 cm
S =5/6 mm=0/56 cm
t =8/5 mm=0/85 cm

Ix=1940 cm4

Sx=194 cm3

Iy=142 cm4

Sy=28/5 cm3

ارتفاع مقطع
عرض بال

ضخامت جان
ضخامت بال

:IPE200 مشخصات

IPE      

 A=
  G=

 I= I

 S=
 i=

h b s t r c h-2c A G Ix Sx ix Iy Sy iy a1 rT
2 4 3 4 3IPE mm mm mm mm mm mm mm cm2 kg/m cm4 cm3 cm cm4 cm3 cm mm mm

80 80 46 3.8 5.2 5 10.2 59 7.64 6 80.1 20 3.24 8.49 3.69 1.05 63 12.2
100 100 55 4.1 5.7 7 12.7 74 10.3 8.1 171 34.2 4.07 15.9 5.79 1.24 79 14.6
120 120 64 4.4 6.3 7 13.3 93 13.2 10.4 318 53 4.9 27.7 8.65 1.45 96 16.9
140 140 73 4.7 6.9 7 13.9 112 16.4 12.9 541 77.3 5.74 44.9 12.3 1.65 112 19.3
160 160 82 5 7.4 9 16.4 127 20.1 15.8 869 109 6.58 68.3 16.7 1.84 129 21.7
180 180 91 5.3 8 9 17 146 23.9 18.8 1320 146 7.42 101 22.2 2.06 145 24
200 200 100 5.6 8.5 12 20.5 159 28.5 22.4 1940 194 8.26 142 28.5 2.24 162 26.4

IPE

200 200 100 5.6 8.5 12 20.5 159 28.5 22.4 1940 194 8.26 142 28.5 2.24 162 26.4
220 220 110 5.9 9.2 12 21.2 177 33.4 26.2 2770 252 9.11 205 37.3 2.48 179 29.1
240 240 120 6.2 9.8 15 24.8 190 39.1 30.7 3890 324 9.97 284 47.3 2.6 196 31.8
270 270 135 6.6 10.2 15 25.2 219 45.9 36.1 5790 429 11.2 420 62.2 3.02 220 35.6
300 300 150 7.1 10.7 15 25.7 248 53.8 42.2 8360 557 12.5 604 80.5 3.35 245 39.5
330 330 160 7.5 11.5 18 29.5 271 62.6 49.1 11770 713 13.7 788 98.5 3.55 270 42.1
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مثال 9
در شكل زير دوتير آهن IPE 16  به صورت به هم چسبيده به عنوان يك مقطع مركب ساخته 

شده است مطلوب است محاسبة:
.y و x الف) ممان اينرسى مقطع مركب حول

.y و x ب) مدول مقطع حول دو محور

درصورتى كه مقطع مورد نظر تركيبى از دو يا چند مقطع نورد شده باشد مى توان ابتدا 
مشخصات هندسى مقطع نورد شدة ساده (تكى) را از جدول استخراج نموده و سپس با استفاده 

از قضيه محورهاى موازى مشخصات هندسى مقطع مركب را به دست آورد.

ابتدا مشخصات هندسى مورد نياز تير آهن IPE 16 را از جدول استخراج مى نماييم.
 IPE 16 : (h=160mm=16cm , b=82 mm=8/2 cm , A=20/1 cm2 , Ix=869 cm4 ,

Iy=68/3 cm4)

الف) محاسبه Ix و Iy مقطع مركب:
مى باشد  متقارن   y و   x هاى  محور  به  نسبت  شده  ساخته  مركب  مقطع  اينكه  به  باتوجه 
كافى است كه ممان اينرسى يك پروفيل نسبت به محورهاى مورد نظر را محاسبه نموده و 

دو برابر نماييم. بنابراين با استفاده از قضيه محورهاى موازى خواهيم داشت:

G

G

x x

y y

I (I Ad )

I (I Ad )

2
1

2
2

2
2

= +

= +

Gx x x xI I I I cm42 2 869 1738= ⇒ = × ⇒ =

باتوجه به شكل (الف) مقدار d1 نسبت به محور x به دليل انطباق محورهاى xG در پروفيل 
تك و x در پروفيل مركب برابر صفر است لذا:

xxG

yG

y

2 IPE 16
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نكته:
 با توجه به نتايج مثال 9 و مقايسة آن با مشخصات هندسى IPE 16 مشاهده مى شود كه:

ممان اينرسى مقطع مركب حول محور x دو برابر ممان اينرسى مقطع ساده (تكى) مى باشد، 
به همين ترتيب اگر تعداد مقاطع n برابر شود و مركز سطح آن ها بر محور x منطبق باشد، 

ممان اينرسى مقطع مركب حول محور x نيز n برابر خواهد شد.

y y

y

I (I Ad ) ( / / / )

I / cm

2 2
2

4

2 2 68 3 20 1 4 1
812 36

= + = + × ⇒

=

b /d / cm2
8 2 4 12 2= = =

x
x x

y
y y

IS S / cm
c
I /S S / cm
c /

3

1

3

2

1738 217 258
812 36 99 078 2

= ⇒ = =

= ⇒ = =

و مقدار d2 نسبت به محور y برابر نصف عرض بال IPE 16 مى باشد يعنى: 

bd2 2=

x

y

c1

yG

xG

c2

(شكل الف)

hc cm

c b / cm

1

2

16 82 2
8 2

= = =

= =
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خلاصة فصل
• گشتاور اول سطح نسبت به يك محور عبارت است از: حاصل ضرب مساحت، در فاصله 
مركز آن تا آن محور مورد نظر و نسبت به محور هاى x و y به صورت زير تعريف مى شود:

x

y

Q A.Y

Q A.X

=

=

n

x i i
i
n

y i
i

i

Q A .y

Q A .x

1

1

=

=

=

=

∑

∑

i i

i

i i

i

A x
X

A

A y
Y

A

=

=

∑
∑

∑
∑

G

G

x x

y y

I I Ad

I I Ad

2
1

2
2

= +

= +

• گشتاور اول سطوح مركب با تجزيه آن ها به سطوح ساده هندسى و محاسبه گشتاور اول 
سطح هركدام نسبت به محورهاى مورد نظر و جمع جبرى آن ها محاسبه مى شود. يعنى:

• مختصات مركز سطح يك سطح هندسى با استفاده از گشتاور اول سطح و رابطة زير تعيين 
مى شود:

• اگر سطحى داراى يك محور تقارن باشد، مركز سطح روى آن محور خواهد بود. 
• اگر سطحى داراى دو محور تقارن باشد، مركز سطح، محل تلاقى آن دو محور خواهد بود.

• ممان اينرسى عامل مقاوم در مقابل خمش است.
• اگر تعداد مقاطع روى يك محور n برابر شود درصورتى كه مركز سطح آن ها روى آن 

محور قرار گيرد در اين حالت ممان اينرسى كل نيز n برابر خواهد شد.
• ممان اينرسى يك سطح نسبت به محورهاى موازى محور مركزى آن با رابطة زير تعيين 

مى شود:
d1 : فاصله دو محور xG و X مى باشد.

d2 : فاصله دو محور yG و Y مى باشد.
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x
x

y
y

IS
c
I

S
c

1

2

=

=

• اساس مقطع نيز همانند ممان اينرسى عامل مقاوم در مقابل خمش است و از رابطة زير 
به دست مى آيد:

x فاصله دورترين تار مقطع تا محور : C1

y فاصله دورترين تار مقطع تا محور : C2

• مشخصات هندسى مقاطع نورد شده از جداول استاندارد آن ها استخراج مى شود.
• ممان اينرسى مقاطع مركب با استفاده از قضية محورهاى موازى محاسبه مى شود.
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2- در هر كدام از مقاطع زير مطلوب است محاسبة:
الف) مختصات مركز سطح

ب) ممان اينرسى حول محورهاى گذرنده از مركز سطح
ج) اساس مقطع نسبت به محورهاى گذرنده از مركز سطح.

(الف)

(ب)

C

y

x
6 in.

4 in.in.1
2

bee80156_ch07_276-299.indd Page 294  10/16/09  12:03:44 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-07

b
e
e
8
0
1
5
6
_
c
h
0
7
_
2
7
6
-
2
9
9
.
i
n
d
d
 
P
a
g
e
 
2
9
4
 
 
1
0
/
1
6
/
0
9
 
 
1
2
:
0
3
:
4
4
 
P
M
 
u
s
e
r
-
s
1
7
3

/
V
o
l
u
m
e
s
/
M
H
D
Q
-
N
e
w
/
M
H
D
Q
1
5
2
/
M
H
D
Q
1
5
2
-
0
7

bee80156_ch07_276-299.indd Page 294  10/16/09  12:03:44 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-07bee80156_ch07_276-299.indd Page 294  10/16/09  12:03:44 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-07bee80156_ch07_276-299.indd Page 294  10/16/09  12:03:44 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-07bee80156_ch07_276-299.indd Page 294  10/16/09  12:03:44 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-07

6cm

0/5cm

0/5cm

bee80156_ch07_276-299.indd Page 294  10/16/09  12:03:44 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-07

4cm

1.5 in.

1.5 in.

2 in.

A B
6 in.

9 in.

bee80156_ch07_276-299.indd Page 293  10/16/09  12:03:40 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-07

9cm

6cm

1/5cm

1/5cm

2cm
x

G

2/2cm

y

خودآزمايى

.Sy و Sx و Iy و Ix 1- در هر مقطع مطلوب است محاسبة
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3- مطلوب است محاسبة Ix و Iy و Sx و Sy در مقاطع مركب زير.

x

y

G

2 IPE 18

(ب)

(الف)

(الف)

10 mm

90 mm

10 mm

50 mm

50 mm

10 mm

y

xC
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10 mm
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مقدمه:
نيروهاى وارد بر اجسام پرداختيم و اجسام را صلب  اول كتاب به بررسى  در بخش 
در نظر گرفتيم بدين مفهوم كه جسم در اثر اعمال نيرو تغيير شكل نمى دهد كه موضوع بحث 

استاتيك بود.
دراين بخش مى خواهيم اثر نيروها را بر اجسام، بيشتر مورد بررسى قرار داده و رفتار 
آن ها را تحت تاثير نيروهاى مختلف تجزيه و تحليل نماييم، كه با اين فرض كه جسم صلب 
نباشد، يعنى تغيير شكل اجسام نيز مد نظر مى باشد، كه موضوع بحث مقاومت مصالح است. 
تحت  را  جامد  اجسام  رفتار  كه  است  مكانيك  علم  از  اى  شاخه  مصالح  مقاومت  بنابراين 

بارگذارى هاى مختلف بررسى مى نمايد.
رفتار اجسام تحت بار هاى مختلف عبارتند از : 

1- رفتار كششى و فشارى

هدف هاى رفتارىهدف هاى رفتارى

پس از آموزش اين فصل از فراگير انتظار مى رود بتواند:
1-انواع رفتار اجسام را تحت تأثير بارهاى مختلف نام ببرد.

2-نيروهاى محورى را شرح دهد.
3-اثر نيروهاى محورى را بر اجسام توضيح دهد.

4-تنش را تعريف نمايد.
5-تنش محورى را تعريف نمايد.

6-رابطة تنش محورى را به كار گيرد.
7-تغيير طول اجسام تحت تأثير بارهاى محورى را محاسبه نمايد.

P

=
شكل 1-7

P
=
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7-1             نيروهاى محورى  
(Axial Load)       

كه  هستند  نيروهايى  محورى،  نيروهاى 
در امتداد محور طولى اجسام و عمود بر سطح 

مقطع آنها وارد مى شوند. شكل (5-7)
صورت  به  مى توانند  محورى  نيروهاى 
در  و  شوند  وارد  اجسام  به  فشارى  يا  كششى 

آن ها افزايش يا كاهش طول ايجاد نمايند.
ديده   (6-7) شكل  در  كه  همان طور 
مى شود، بارهاى محورى ضمن افزايش يا كاهش 
طول، سبب كاهش يا افزايش ابعاد ديگر جسم 
بررسى  به  تنها  فصل  اين  در  كه  مى شوند  نيز 

رفتار طولى آنها مى پردازيم.

2- رفتار برشى

B
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شكل 5-7

شكل 6-7

شكل 2-7

شكل 3-7

شكل 4-7

3- رفتار خمشى

4- رفتار پيچشى
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 (Axial Stress) 7-2             تنش محورى
 P ميله منشورى مطابق شكل (7 –7) را در نظر بگيريد كه تحت تاثير نيروى كششى

واقع شده است.
به نظر شما اثر نيروى P در يك مقطع دلخواه مانند (a-a) به چه صورت خواهد بود؟

P
A
±σ = (1-7) 

 (a-a) مقطع  در  جسم  ذرة  هر  كه  نمود  تصور  اين طور  بايد  سوال  اين  به  پاسخ  در 
مقدارى از نيروى P را تحمل مى نمايد و اثر اين نيرو در مقطع (a-a)، مطابق شكل (7-8)، به 

صورت نيروهاى گسترده ديده مى شود.

بنابراين  مى شود.  گفته  تنش   (a-a) مقطع  سطح  در  موجود  گسترده  نيروهاى  اين  به 
مى توان گفت: 

«نيروى وارد به واحد سطح، تنش ناميده مى شود» 
چنان چه نيروى وارده نيروى محورى باشد، تنش ايجاد شده را تنش محورى ناميده و 

با رابطه زير تعريف مى شود.

شكل 7-7

شكل 8-7

σ : تنش محورى (فشارى يا كششى)
 P : نيروى محورى (كششى با علامت + و فشارى با علامت - )

 A : سطح مقطع

C

i

Fi

P

a

a

C

i

P

P

a

a
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شكل 9-7

مثال 1
ستونى كوتاه مطابق شكل روبه رو تحت تاثير نيروى 

قرار دارد. P=250KN محورى
وزن  (از  ستون  پاى  در  تنش  محاسبه  مطلوب است 

ستون صرف نظر شود).

P KN N
dA mm

P N/ MPa
A mm

2 2
2

2

250 250 1000 250000
200 314004 4

250000 7 9631400

= − = − × = −
π π×= = =

−σ = = ⇒ σ = − يا

4    ft

18 in.

1
2

P
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P=250 KN

200 mm

حل:
نيروى P فشارى است:

علامت منفى نشانگر آن است كه تنش محورى ايجاد شده فشارى مى باشد.
در صورتى كه جسم داراى مقطع متفاوت باشد (شكل 7-9- الف) و يا بارگذارى در نقاط 
مختلف آن انجام شود (شكل  7-9- ب) تنش در هر قسمت از جسم متفاوت بوده و بايد 
نيرو و مساحت هر قسمت را جداگانه تعيين و از رابطة (7-1) تنش را در هر قسمت محاسبه 

نمود.

(پاسكالPa) مى باشد و بهتر است به منظور هماهنگى  N
m2 واحد تنش در سيستم SI با توجه به رابطة آن،

(مگاپاسكالMPa) استفاده شود. N
mm2 با آئين نامه ها در محاسبات از واحد

نكته: 
σ  مثبت مى باشد. اگر نيروى محورى (P) كششى باشد تنش ايجادشده تنش كششى خواهد بود و

σ منفى مى باشد. اگر نيروى محورى (P) فشارى باشد تنش ايجادشده تنش فشارى خواهد بود و

(1
)1.

00
 in

.

2 
ki

ps
(3

)

.7
5 

in
.

P

2

1

(1
)1.

00
 in

.

2 
ki

ps
(3

)

.7
5 

in
.

P1

P2P2
1

2

(ب)(الف)
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P KN N
D d / /A / mm

2 2 2 2
2

15 15 20 10 10000
3 14 80 3 14 50 3061 54 4 4 4

⎧ = − − + = − = −
⎪
⎨ π π × ×= − = − =⎪⎩

(1
)1.

00
 in

.

2 
ki

ps
(3

)

0.
75

 in
.

P=20KN

P=15KNP=15KN

1

2

1

2

P KN N
D /A / mm

2 2
2

20 20000
3 14 50 1962 54 4

⎧ = =
⎪
⎨ π ×= = =⎪⎩

مثال 2
محاسبة  مطلوب است  دارد.  قرار  شده  نشان داده  نيروهاى  تأثير  تحت  شكل  جسمى مطابق 

تنش در هر قسمت از جسم.

1 in.

50mm

مقطع 1-1

c

(3)

c

t = 0.2 in

80mm

15mm
مقطع 2-2

حل:
الف) تنش در مقطع 1-1

ب) تنش در مقطع 2-2
با توجه به شكل برآيند نيروهاى وارد به مقطع (2-2) برابر است با:

P / MPa
A /1 1

20000 10 191962 5σ = = ⇒ σ = كششى

P / MPa
A /2 2

10000 3 273061 5
−σ = = ⇒ σ = − فشارى

ربوط به اين موضوع را ببينيد.
ربوط به اين موضوع را ببينيد.فيلم م
فيلم م
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مثال 3
قطعه پيوسته اى مطابق شكل تحت تاثير نيروى كششى P قرار گرفته است، هرگاه نيروى 
P را به آرامى افزايش دهيم، احتمال گسيختگى در كدام يك از نواحى a وb وc بيشتر 

است؟ چرا؟

جواب: 
با توجه به اين كه مقدار P در هر سه ناحيه ثابت است، با افزايش تدريجى نيروى P مطابق 
P مقدار تنش در ناحيه c به دليل سطح مقطع كوچك تر آن نسبت به نواحى 

A
±σ = رابطه 

a و b زودتر به تنشى مى رسد كه جسم ديگر قادر به تحمل آن نمى باشد.

P

2 kips

(1)

(2)

(3)

2 kips

3 kips
0.75 in.

1.00 in.

a

b

c
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خودآزمایی

مطلوب است  است.  آویزان  میلی متر   30 قطر  به  کابلی  از   50  kN وزن  به  لوستری   -1
محاسبة تنش محوری کابل.

2- ستونی مطابق شکل زیر تحت تأثیر بار محوری 500 کیلونیوتن قرار دارد. مطلوب است 
محاسبة تنش در پای ستون )از وزن ستون صرف نظر شود(.

181/5 kN

105/5 kN105/5 kN

3- ستونی از جنس بتن با مقطع دایره مطابق شکل تحت تأثیر سه نیرو قرار دارد. مطلوب است 
محاسبة قطر هر یک از دو عضو فوقانی و تحتانی، در صورتی که خواسته باشیم تنش در 

هر عضو از MPa 8 تجاوز نکند )از وزن اعضا صرف نظر شود(.

P=500kN
400

 mm

200 mm
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4- بارى محورى برابر kN 600 بر ستونى فلزى از لوله با ضخامت جداره 10 ميلى متر و 
قطر داخلى mm 200 اثر مى كند. مطلوب است محاسبة تنش فشارى در ستون.

10 mm100 mm

5- نيرويى برابر kN 1000 بر يك صفحة كف ستون (Base Plate) وارد مى شود. اگر 
تنش زير صفحه MPa 5 باشد، مطلوب است محاسبة ابعاد كف ستون در صورتى كه، صفحة 

كف ستون:
الف) مربع باشد

ب) نسبت طول به عرض آن 1/5 باشد
ج) دايره باشد.

به وسيلة  شكل  مطابق  را   80  kN برابر  نيرويى   100  mm قطر  به  فلزى  ستونك  يك   -6
صفحه كف ستون بر روى ديوارى به ضخامت 200 ميلى متر وارد مى كند. در صورتى كه 

در نظر باشد تنش در زير صفحه، حداكثر به MPa 1 محدود شود، مطلوب است محاسبة:
الف) ابعاد صفحه كف ستون؛
ب) تنش در مقطع ستونك؛

ج) تنش در زير ديوار در صورتى كه طول ديوار m 1 باشد (از وزن ديوار صرف نظر شود).

80 kN
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درجدول (7-1) ضريب ارتجاعى بعضى از مصالح آورده شده است.

جدول (7-1) ضريب ارتجاعى مصالح

ضريب ارتجاعى
N

mm2  
MPa يا

مصالح

2 ×105 فولاد

1/2 ×105 چدن

0/7 ×105 آلومينيوم

1 ×105 مس

 

P LL
A E

Δ =

B B

C
C

L

A

P

�

bee80156_ch09_342-405.indd Page 397  10/16/09  1:29:32 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-09

7-3             تغيير طول اجسام تحت تاثير بارهاى محورى

(2-7)

ميلة BC به طول L و سطح مقطع A مطابق 
نيروى  اگر  است.  مفروض  الف)   -10-7) شكل 
كششى P به آن وارد شود، سبب افزايش طول ميله 
) خواهد شد كه مقدار آن از رابطة  LΔ به اندازة (

زير تعيين مى شود. شكل (7-10- ب)

در اين رابطه E ضريب ارتجاعى (مدول الاستيسيته) جسم مى باشد كه به جنس آن  
بستگى دارد و در آزمايشگاه مقاومت مصالح مقدار آن تعيين مى شود و واحد آن نيز همان 

و يا (MPa) است.
 
N

mm2 واحد تنش يعنى

LΔ

(الف) (ب)
شكل 10-7
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نكته: 
اگر در شكل (7-2) نيروى P فشارى باشد، اين نيرو سبب كاهش طول ميله مى گردد 

كه مقدار آن از همان رابطة (7-2) محاسبه مى شود.
چنانچه جسم داراى مقطع و يا جنس يكنواخت نباشد و يا بارگذارى در نقاط مختلف 

انجام شود در اين صورت آن را به بخش هاى مختلف تقسيم نموده 
و تغيير طول هر بخش را مطابق رابطة (7-2)  محاسبه مى كنيم و 
براى محاسبه تغيير طول نهايى جسم آن ها را با يكديگر جمع جبرى 

مى نماييم يعنى:
i i

i i

n

i

P LL
A E1=

Δ = ∑

مثال 4
ميله  ارتجاعى  ضريب  اگر  زير؛  شكل  مطابق  فولادى  ميله  طول  تغيير  مطلوب است 

باشد (از وزن ميله صرف نظر مى شود).
 

NE
mm

5
22 10= ×

B B

C
C

L

A

P

�

(a) (b)

bee80156_ch09_342-405.indd Page 397  10/16/09  1:29:32 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-09

LΔ

A A

1 in.

A-A مقطع

20mm

P=471kN

=80cm

(3-7)

P KN N
L cm mm

D /A mm

NE
mm

P. LL L mm
A. E

2 2
2

5
2

5

471 471000
80 800

3 14 20 3144 4
2 10

471000 800 6314 2 10

= =
= =

π ×= = =

= ×

×Δ = = ⇒ Δ =
× ×

ربوط به اين موضوع را ببينيد.
ربوط به اين موضوع را ببينيد.فيلم م
فيلم م
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P KN N

L cm mm

D /A / mm

NE
mm

P. LL
A . E /

L / mm

1

1

1 1
1

1 1

1

1
2 2

2
1

5
2

5

120 120000
75 750

3 14 10 78 54 4
2 10

120000 750
78 5 2 10

5 73

= − = −

= =

π ×= = =

= ×

− ×Δ = =
× ×

Δ = −

مثال 5
تغيير طول كلى جسم فولادى مطابق شكل زير را محاسبه كنيد.

( NE
mm

= × 5
22 10 ) 

1 in.

10mm

مقطع 1-1

1 in.

30mm

مقطع 2-2

حل:
تغيير طول كلى جسم برابر است با جمع جبرى تغيير طول هر يك از قطعات 1 و 2 

يعنى:

الف) تغيير طول قطعه شماره 1:
tL L L1 2Δ = Δ + Δ

با توجه به علامت منفى، طول قطعة 1 كاهش مى يابد.

نيروى P فشارى مى باشد.

(1) 1.00 in.

(3)

0.75 in.

P1=120KN

P2=200KNP2=200KN

1

2

1

1

2

2

12
0c

m

19
5c

m

75
cm
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P KN N

L cm mm

D /A / mm

NE
mm

P LL
A E /

L / mm

2

2

2

2 2
2

2 2

2

2 2
2

2

5
2

5

200 200 120 280 280000
120 1200

3 14 30 706 54 4
2 10

280000 1200
706 5 2 10

2 38

= + − = =

= =

π ×= = =

= ×

×Δ = =
× ×

Δ =

t tL L L / / L / mm1 2 5 73 2 38 3 35Δ = Δ + Δ = − + ⇒ Δ = −

P LL
A E

Δ =

i i

i i

n

i

P LL
A E1=

Δ = ∑

ب) تغيير طول قطعه شماره 2:

خلاصة فصل
• اجسام تحت تأثير نيروهاي مختلف، رفتارهاي متفاوتي مانند رفتار كششي، فشاري، برشي 

و ... از خود نشان مي دهند.
• نيروي محوري نيرويي است كه در امتداد محور طولى اجسام و عمود بر سطح مقطع آن ها 

وارد مي شود.
• نيروي وارد به واحد سطح را تنش مي نامند.

تعريف مي شود و بر سطح مقطع جسم عمود است.
 

P
A
±σ = • تنش محوري با رابطة 

N
m2 • واحد تنش در سيستم SI عبارت است از 

• نيروهاي محوري در اجسام، كاهش يا افزايش طول ايجاد مي نمايند كه از رابطة زير به 
دست مى آيد:

• تغيير طول كلي اجسام از رابطة زير به دست مي آيد:

 E نماد  با  و  داشته  بستگي  آن ها  جنس  به  اجسام  الاستيسيته  مدول  يا  ارتجاعي  ضريب   •
يا MPa مي باشد. N

mm2 نمايش داده مي شود و واحد آن، واحد تنش يعني

2 افزايش طول قطعة 
تغيير طول كلى جسم برابر است با:

با توجه به علامت منفى، طول كل جسم كاهش مى يابد.
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خودآزمايى
1- در شكل زير اگر مقطع ميله دايره اى به قطر d و جنس آن از فولاد باشد و خواسته باشيم  

(E MPa)52 10= × .(d) باشد، مطلوب است محاسبة قطر ميله L / cm1 592Δ =
200kN200kN

500 cm

2- در شكل هاى زير تغيير طول نهايى هر كدام را محاسبه كنيد.

3- در شكل زير چه مقدار نيروى P به انتهاى ميله ها وارد شود تا نقاط A و B به هم برسند؟

20
0 c

m
20

0 c
m

100 kN

6cm

200 kN

(الف)

(ب)

100kN

100 kN

100 kN

18
0 c

m
19

0 c
m

17
0 c

m

8 cm

12 cm

12 cm

6 cm

A B

bee80156_ch09_342-405.indd Page 369  10/16/09  1:27:58 PM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-09

AB

bee80156_ch09_342-405.indd Page 369  10/16/09  1:27:58 PM user-s173/Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-09

PP

A
2 m 2 m1 cm

B

(مقادير مدول الاستيسيته را از جدول 
(7-1) استخراج نمائيد)

و  ميلى متر   20 ميله ها  قطر 
 MPa مدول الاستيسيته آن ها

105 × 2 مى باشد.



141

نيرو و تنشِ 
برشى

لح
صا

ت م
وم
مقا

 -
وم 

ش د
بخ

فصل 
هشتم

P

B L

τ

P

t

P

B

L
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8-1             نيروى برشى (مماسى) 
نيروى مماس بر سطح مقطع اجسام 

را نيروى برشى (مماسى) مى ناميم. 
در شكل (8-1) نيروى F به سطح 

مقطع A وارد مى شود.
اگر نيروى F را به دو مؤلفة متعامد 
تجزيه نمائيم، مؤلفة افقى آن (V) بر سطح 
نيروى  بنابراين  مى باشد.  مماس  مقطع 
 (P) برشى محسوب مى شود و مؤلفة قائم
نيروى  لذا  و  بوده  عمود  مقطع  سطح  بر 

محورى محسوب مى گردد.

هدف هاى رفتارىهدف هاى رفتارى

پس از آموزش اين فصل از فراگير انتظار مى رود بتواند:
1- نيروى برشى (مماسى) را تعريف كند.

2- تنش برشى را تعريف نمايد و رابطة آن را به كار گيرد.
3- رفتار اتصالات برشى ساده با پيچ يا پرچ را بررسى نمايد .

4- تنش كششى ماكزيمم در اتصالات برشى ساده را محاسبه نمايد.
5- تنش لهيدگى را در اتصالات برشى ساده محاسبه كند.

6- تنش برشى در پيچ ها و يا پرچ ها را به دست آورد.
7- گسيختگى برشى ورق ها را كنترل نمايد.

شكل 1-8

FP

V
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 )Shear Stress( )8-2             تنش های برشی )مماسی
نیروی برشی سبب ایجاد تنش برشی در سطح مقطع اجسام می گردد. شکل )8-2-الف( 
دو صفحه را نشان می دهد که به وسیلة چسب به یکدیگر متصل شده اند و نیروی P تنش برشی 

در محل اتصال دو صفحه مطابق شکل )8-2-ب( ایجاد می نماید.
تنش برشی )مماسی( 

نیروی برشی )مماسی( وارد به واحدِ سطح را تنشِ برشی گویند 
( نمایش داده می شود و رابطة آن به صورت زیر است: τ و با نماد )

V : نیروی برشی که در شکل )8-2( همان نیروی P می باشد.
)A=L.Bسطح مقطع جسم )که در این جا سطح تماس بین دو صفحه می باشد : A

τ : تنش برشی

شکل 2-8

شکل 3-8

نیروی برشی در اکثر سازه های ساختمانی به صورت های مختلف وجود دارد و به دلیل 
گستردگی و پیچیدگی موضوع در اینجا تنها جهت آشنایی با رفتار برشی اعضای ساختمانی به 

بررسی اتصالات برشی ساده با پیچ یا پرچ می پردازیم.
در شکل )8-3( دو ورق با مشخصات نشان داده شده توسط یک پیچ به 
قطر d به یکدیگر متصل شده اند و تحت تاثیر نیروی کششی P قرار دارند.
در   P نیروی  که  می شود  ملاحظه   )3-8( شکل  به  باتوجه 
لذا  نماید.  برش می  ایجاد  پیچ ها  در  و  نموده  ایجاد کشش  ورق ها 

نیروی P برای پیچ، نیروی برشی محسوب می گردد.

V
A

τ =

As another example of single shear, consider the lap joint, or lap splice, in
Fig. 2.29a, where two rectangular bars are glued together to form a tension
member. (Assume that, because the bars are very thin, the moment Pt caused by
misalignment of the tensile forces, P, may be neglected.) Applying 
to the free-body diagram in Fig. 2.29b, we get V � P. The area on which the shear
V acts is As � Lsw. Therefore, from Eq. 2.19, the average shear stress on the splice
area is

Although the transfer of load from one member to another through a riveted
or bolted joint is not easily analyzed when there are several rows of bolts or rivets
at the joint, the case of load transfer through a single bolt or a single pin can be
treated as direct shear. The following example illustrates the calculation of direct
shear stress in single-shear and double-shear joints.21

tavg �
V
As

�
P

Lsw

gF � 0

P
PP

(a)  A lap splice.

τavg

(b) The free-body diagram. (c) The average-shear-stress distribution.

t

P V

w

Ls w Ls

21The book Structures, or Why Things Don’t Fall Down, by J. E. Gordon [Ref. 2-7] contains an interesting
discussion of joints. Composites [Ref. 2-5] contains a chapter on joints that discusses adhesively bonded
lap joints.

FIGURE 2.29 An illustration of direct shear—a lap splice.

E X A M P L E  2 . 8

In Fig. 1a, a bolted lap joint connects together two rectangular bars. In
Fig. 1b, a pin passes through an eye at the end of a rod to connect the rod
to a U-shaped support bracket. The diameter of the bolt is db and of the
pin is dp. If an axial load P is applied in each case, determine expressions
for the average shear stress in the bolt on surface S1 and the average
shear stress in the pin on surfaces S2 and S3.

Plan the Solution By drawing appropriate free-body diagrams, we can
determine the shear force transmitted across S1 from the upper rectan-
gular bar to the bolt in Fig. 1a and the shear forces transmitted across
surfaces S2 and S3 from the rod to the pin in Fig. 1b. Then we can apply
Eq. 2.19, the formula for average shear stress.
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)الف( )ب(

)1-8(

برش پیچ یا پرچ
V=PP

P
V=P

B

t

L
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Fig. 1b, a pin passes through an eye at the end of a rod to connect the rod
to a U-shaped support bracket. The diameter of the bolt is db and of the
pin is dp. If an axial load P is applied in each case, determine expressions
for the average shear stress in the bolt on surface S1 and the average
shear stress in the pin on surfaces S2 and S3.

Plan the Solution By drawing appropriate free-body diagrams, we can
determine the shear force transmitted across S1 from the upper rectan-
gular bar to the bolt in Fig. 1a and the shear forces transmitted across
surfaces S2 and S3 from the rod to the pin in Fig. 1b. Then we can apply
Eq. 2.19, the formula for average shear stress.
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م مربوط به این موضوع را ببینید.
فیل
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8-3             بررسى رفتار اتصالات برشى ساده با پيچ يا پرچ 
با توجه به شكل (8-4) به بررسى رفتارهاى مختلف اين نوع اتصالات مى پردازيم:

A (b nd)t= −

8-3-1- تنش كششى حداكثر ايجاد شده در ورق ها
) تنش محورى يا قائم ورق ها وقتى  P

A
σ = با توجه به رابطة (

به حداكثر مى رسد كه سطح مقطع كاهش يابد لذا در محل پيچ يا پرچ به 
دليل وجود سوراخ ها، سطح مقطع ورق ضعيف شده و تنش حداكثر در 
آن مقطع ايجاد مى شود و امكان گسيختگى در اين مقطع وجود دارد1 و 

مطابق شكل خواهيم داشت: شكل (5-8)

بنابراين براى تعيين كمترين سطح مقطع ورق ها (Amin) لازم است 
را  هركدام  مقطع  سطح  و  گرفته  نظر  در  اتصال  طول  در  مختلفى  مقاطع 
P قرار دهيم تا مقدار 

A
σ = محاسبه نموده و كمترين آن ها را در رابطة 

حداكثر تنش كششى تعيين شود. دررابطه n (2-8) تعداد پيچ ها در مقطع 
مورد نظر و d قطر پيچ ها يا پرچ ها، b عرض و t ضخامت صفحه ها مى باشد.

1- بايد توجه داشت كه در اين گونه اتصالات ممكن است مقاطع ديگرى وجود داشته باشند كه تنش كششى 
حداكثر در آن ها ايجاد مى شود كه در مقاطع بالاتر با آن ها آشنا خواهيد شد.

شكل 4-8

شكل 5-8

S

t1 t2

S

P

P P

P

b 2b 1

(2-8)
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8-3-2- تنش لهيدگى
نيروى كششى اعمال شده در اتصال شكل (8-6) در محل سوراخ ها به جدارة ورق ها 
توسط پيچ فشار وارد مى آورد كه باعث لهيدگى سطح تماس آن ها مى شود و تنش حاصل، 

تنش لهيدگى ناميده مى شود و از رابطة زير به دست مى آيد.

شكل 7-8

b
P

Ndt
σ =

bmax
min

P
Ndt

σ =

P
NA

τ =

كه  مى شود  ايجاد  صفحه اى  )در  maxbσ = ) حداكثر  لهيدگى  تنش  كه  است  بديهى 
)را داشته باشد. يعنى: mint كمترين ضخامت (

8-3-3- تنش برشى در پيچ ها يا پرچ ها
باتوجه به تعريف نيروى برشى (مماسى)، نيروى كششى P در اتصال شكل (8-7) بر 
سطح مقطع پيچ ها يا پرچ ها مماس بوده بنابراين نيروى برشى براى پيچ ها يا پرچ ها محسوب 

مى شود:

(3-8)

(4-8)

(5-8)

شكل 6-8

در روابط (8-3) و N ،(4-8) تعداد كل پيچ ها يا پرچ هاى اتصال مى باشد.

لذا باتوجه به رابطة تنش برشى داريم:

برش پيچ يا پرچ
V=PP

P
V=P

بعد از اعِمال نيروقبل از اعِمال نيرو

در اين رابطه N تعداد كل پيچ ها يا پرچ ها و A سطح مقطع يكى از آن ها مى باشد.

P P
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شكل 8-8

S d3≥

8-3-4- گسيختگى برشى ورق
هرگاه فاصله مراكز سوراخ ها از يكديگر و يا از لبه هاى ورق، از حد معينى كمتر باشد، 

امكان پارگى ورق مطابق شكل (8-8) وجود دارد.
لذا بر اساس آيين نامه بايد فاصلة مركز تا مركز سوراخ ها و همچنين مركز سوراخ ها تا 

لبه هاى ورق از سه برابر قطر پيچ كمتر نباشد. يعنى: 
(6-8)

P

S  3d

P

S  3d



147

مثال 1
شده اند.  متصل  به هم  شكل  مطابق  ميلى متر   20 قطر  به  يك  هر  پيچ  سه  توسط  تسمه  دو 

مطلوب است محاسبة:
الف) تنش كششى حداكثر در هر تسمه

ب) تنش برشى پيچ ها
ج) تنش لهيدگى ماكزيمم در تسمه ها

د) كنترل پارگى برشى

75 mm

12 mm 10 mm

75 mm

120 kN

120 kN 120 kN

120 kN

30
0 m

m

20
0

الف) سطح مقطع هر تسمه را در مقطعى كه بيشترين پيچ ها در آن وجود دارند محاسبه سپس 
تسمة 1تنش را در هر تسمه به دست مى آوريم:

تسمة 2

تنش

تنش حداكثر در تسمه شماره (1)

تنش حداكثر در تسمه شماره (2)

min min

min

min

A (b nd)t A ( )

A mm

P
A

/ MPa

1 1
2

3

1 1

1

200 2 20 12
1920

120 10
1920

62 5

= − ⇒ = − ×

=

×σ = ⇒ σ =

σ =

min min

min

min

A (b nd)t A ( )

A mm

P
A

/ MPa

2

3

2 2

2

300 2 20 10
2600

120 10
2600

46 15

= − ⇒ = − ×

=

×σ = ⇒ σ =

σ =
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P / MPa
NA ( )

3

2

120 10 127 39
3 204

×τ = ⇒ τ = ⇒ τ =π× ×

bmax b b
min

P MPa
Ndt ( )

3120 10 2003 20 10
×σ = ⇒ σ = ⇒ σ =

× ×

S d3 75 3 20 75 60≥ ⇒ ≥ × ⇒ >

ب) تنش برشى در پيچ ها:

ج) تنش لهيدگى ماكزيمم در تسمه 2 به وجود مى آيد. چون داراى ضخامت كمترى نسبت 
به تسمه شماره 1 مى باشد.

د) كنترل پارگى برشى:
براى جلوگيرى از پارگى تسمه بايد:

خلاصة فصل
• نيروى برشى يا مماسى به نيرويى گفته مى شود كه بر سطح مقطع جسم مماس باشد.

V محاسبه مى شود.
A

τ = • تنش برشى از رابطة 
• اتصالات برشى ساده با پيچ يا پرچ، در حالات زير مورد بررسى قرار مى گيرند:

1) تنش كششى ايجاد شده در تسمه ها در مقطع ضعيف شده برابر است با:
P

(b nd)t
σ =

−

bmax
min

P
Ndt

σ =

P
NA

τ = dA
2

4
π=

S d3≥

2) تنش لهيدگى حداكثر در محل سوراخ ها و در تسمه نازك تر ايجاد مى شود. يعنى:

3) تنش برشى در پيچ ها يا پرچ ها از رابطة زير به دست مى آيد:

4) به منظور جلوگيرى از گسيختگى برشى تسمه ها بايد فاصلة سوراخ ها از يكديگر و از 
لبة ورق ها از سه برابر قطر پيچ يا پرچ كمتر نباشد. يعنى:

قابل قبول
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خودآزمايى
1- در شكل زير مطلوب است محاسبة

c-c و b-b و a-a الف) تنش كششى در مقاطع
ب) تنش برشى پيچ ها

ج) تنش لهيدگى ماكزيمم
د) كنترل پارگى برشى

2- در مسائل 2 و 3 مطلوب است محاسبة:
پارگى  كنترل  و  ماكزيمم  لهيدگى  تنش   - پيچ ها  برشى  تنش   - صفحه ها  ماكزيمم  تنش 

برشى
80 mm

12 mm
15 mm

16000 N 16000 N

16000 N16000 N

24
0 m

m

16
0 m

m

22Φ

P=150 kN

70 mm

20 mm

P=150 kN P=150 kN

18 mm

15 mm

P=150 kN

16
0 m

m

12
0 m

m

10
0 m

m

a b c

a

b
c
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9-1             تنش خمشى در تيرها با مقطع متقارن 
خم   (2-9) شكل  صورت  به  شده،  داده  نشان  بارگذارى  با  تير   (1-9) شكل  در 

مى گردد.

هدف هاى رفتارىهدف هاى رفتارى
پس از آموزش اين فصل از فراگير انتظار مى رود بتواند:

1- تنش خمشى را در تيرها بشناسد.
2- تنش خمشى حداكثر در هر مقطع از تير با مقاطع متقارن را با بار متمركز محاسبه 

كند.
3- حداكثر تنش خمشى تيرها با مقاطع متقارن را با بار متمركز به دست آورد.

4- شماره مقطع مورد نياز تيرها تحت بار متمركز را به كمك رابطة خمش، با استفاده 
از پروفيل هاى استاندارد تك يا دوبل به دست آورد.
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P

فشرده  آن  فوقانى  تارهاى  و  شده  كشيده  تير  تحتانى  تارهاى  كه  مى شود  ملاحظه   
مى شود بنابراين در هر مقطع اين تير، ناحيه تحتانى داراى تنش كششى  و ناحيه فوقانى داراى 

تنش فشارى مى باشد كه به تنش هاى مذكور تنش هاى خمشى گفته مى شود. 
)c ايجادشده در مقطع تير مطابق شكل  )σ )t و فشارى  )σ حداكثر تنش هاى كششى 

(9-3) به ترتيب در تارهاى تحتانى و فوقانى خواهد بود. 

شكل 9-2شكل 1-9

شكل 3-9
Mz

c maxσ

محور خمش

maxtσ

A�

bee80156_ch11_442-499.indd Page 449  10/8/09  4:29:08 AM user-s173/Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-11

A�

bee80156_ch11_442-499.indd Page 449  10/8/09  4:29:08 AM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-11

bee80156_ch12_500-535.indd Page 505  10/8/09  4:35:19 AM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-12bee80156_ch12_500-535.indd Page 505  10/8/09  4:35:19 AM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-12bee80156_ch12_500-535.indd Page 505  10/8/09  4:35:19 AM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-12

P



153

مقدار اين تنش ها از رابطة (9-1) محاسبه مى گردد كه به رابطة خمش معروف است:

9-1-1- تنش هاى خمشى حداكثر در تير
در هر مقطع دلخواه از تير  max( )σ رابطة (9-1) مقادير حداكثر تنش كششى يا فشارى 

را تعيين مى كند.
براى محاسبه حداكثر تنش كششى يا فشارى در طول تير لازم است در رابطه (1-9) 

max(M را از نمودار لنگر خمشى تير جايگزين نمائيم. يعنى: ) لنگر خمشى حداكثر تير 

MC
I

σ =

max
max

M C
I

σ =

(1-9)

(2-9)

در اين رابطه:
M : لنگر خمشى در مقطع مورد نظر

C : فاصلة دورترين تارهاى كششى يا فشارى مقطع از محور خمش
I : ممان اينرسى حول محور خمش تير مى باشد.

)c حداكثر، در مقطع مورد نظر مى باشد كه  )σ )t و يا فشارى  )σ تنش كششى 
در مقاطع متقارن با هم برابرند.

ربوط به اين موضوع را ببينيد.
ربوط به اين موضوع را ببينيد.فيلم م
فيلم م
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مثال 1
در تیر شکل زیر که متشکل از یک IPE 180  می باشد، با توجه به نمودار لنگر خمشی تیر 

مطلوب است محاسبة:
الف( تنش خمشی حداکثر در مقطع a-a به فاصلة 1 متر از تکیه گاه سمت چپ 

ب( تنش خمشی حداکثر تیر

a
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M /M
/ / /
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M N.mm6
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construct shear and moment diagrams for any beam with simple loading, once you
have determined the loads and reactions acting on the beam.2 There are also several
MDSolids examples that employ the graphical method.
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Use Eqs. 5.2 through 5.7 to sketch shear and moment diagrams for the
simply-supported beam shown in Fig. 1.

Plan the Solution We can use a free-body diagram of the beam AC to
determine the reactions at A and C. Since there is no distributed load on
the beam, p(x) � 0 everywhere. Because of the concentrated load at B.
we need to consider two spans, 0 � x � a and a � x � L.

Solution

Equilibrium—Reactions: To determine the reactions Ay and Cy, we first
draw the free-body diagram of the entire beam AC (Fig. 2).

Fig. 2 A free-body diagram.

Shear Diagram: Equations 5.2, 5.4, and 5.6 involve the shear. Using
these equations, we can sketch V(x) progressively from x � 0 to x � L.
It is convenient to sketch the shear and moment diagrams directly below
the load diagram (Fig. 3a). Each step involved in sketching V(x) is 
numbered in Fig. 3b.

1. The shear at x � 0� is zero.
2. The shear at x � 0� is determined from Eq. 5.4, that is, �VA �

Ay � . Note that, because of the sign convention for shear,

an upward concentrated force causes an upward jump in the shear 
diagram.

3. For 0 � x � a, p(x) � 0. Therefore, from Eq. 5.2, dV/dx � 0.

P(L � a)
L

Ay �
P(L � a)

L
AyL � P(L � a) � 0,aaMb

C
� 0:

Cy � P a a
L
bPa � CyL � 0,aaMb

A
� 0:

Fig. 3 Shear and moment diagrams.

2The graphical method is most useful when the “areas” in Eqs. 5.6 and 5.7 are simple rectangles or
triangles, that is, when the loads on the beam are either concentrated loads or uniform distributed loads.
The graphical method is also useful in interpreting the results of an equilibrium-method solution.
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حل:
الف( مقدار لنگر خمشی در مقطع a-a به فاصلة 1 متر از تکیه گاه سمت چپ با توجه به 

نمودار لنگر خمشی و استفاده از تناسب به صورت زیر به دست می آید.

تنش خمشی ماکزیمم در مقطع a-a از رابطة خمش به صورت زیر محاسبه می شود.

مقطع تیر

453In the case of structural steel, American standard beams (S-
beams) and wide-flange beams (W-beams), Photo 11.3, are preferred 

to other shapes because a large portion of their cross section is 
located far from the neutral axis (Fig. 11.13). Thus, for a given cross-
sectional area and a given depth, their design provides large values 
of I and, consequently, of S. Values of the elastic section modulus of 
commonly manufactured beams can be obtained from tables listing 
the various geometric properties of such beams. To determine the 
maximum stress sm in a given section of a standard beam, the engi-
neer needs only to read the value of the elastic section modulus S 
in a table and divide the bending moment M in the section by S.

The deformation of the member caused by the bending mo-
ment M is measured by the curvature of the neutral surface. The 
curvature is defined as the reciprocal of the radius of curvature r, 
and can be obtained by solving Eq. (11.9) for 1yr:

 
1
r

5
Pm

c
 (11.20)

But, in the elastic range, we have Pm 5 sm yE. Substituting for Pm into 
(11.20), and recalling (11.15), we write

1
r

5
sm

Ec
5

1
Ec

 
Mc
I

or

 
1
r

5
M
EI

 (11.21)

Photo 11.3 Wide-flange steel beams form the 
frame of many buildings.

c

c

(a) S-beam (b) W-beam

N. A.

Fig. 11.13

11.4 Stresses and Deformations
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xI cm mm
IPE hC mm

/ MPa

4 5 4

6

5

1320 132 10
18 180 902 2
25 10 90 170 45132 10

⎧ = = ×
⎪
⎨

= = =⎪⎩
× ×σ = ⇒ σ =

×

max

max
max max max

x

M / kN.m / N.mm

M C / / MPa
I

6

6

5

62 5 62 5 10
62 5 10 90 426 14132 10

= = ×

× ×σ = ⇒ σ = ⇒ σ =
×

با استخراج مشخصات IPE 18 از جداول پيوست خواهيم داشت:

ب) تنش خمشى حداكثر تير با توجه به مقدار لنگر ماكزيمم تير از روى نمودار لنگر خمشى 
به صورت زير محاسبه مى شود.
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9-2             تنش برشى متوسط تيرهاى با مقطع I شكل (مطالعه آزاد) 
در فصل پنجم با نمودار هاى نيروى برشى (V) و لنگر خمشى ( M) تيرها آشنا شديم. 
بر اساس اين نمودارها، هر نقطه از تير داراى مقدار معينى نيروى برشى و لنگر خمشى مى باشد. 
تيرها بايد مقادير حداكثر نيروى برشى (Vmax)و لنگر خمشى (Mmax) ايجادشده را 

تحمل نمايند.
در تيرهاى I شكل، جانِ تير سهم بيشترى در تحمل نيروهاى برشى دارد بنابراين براى 
) كه در فصل هشتم آمده است، سطح جان  V

A
τ = محاسبة تنش برشى در تيرها، در رابطة (

تير را قرار مى دهيم.
)ave در تيرها از رابطة  (9-3) به دست مى آيد. )τ لذا تنش برشى متوسط 

ave
w

V
A

τ =

w wA h.t=

max
max

w

V
h.t

τ =

(3-9)

(4-9)

(5-9)

شكل 4-9

كه Aw مطابق شكل (9-4) برابر است با:

در اين رابطه:
مربوطه  جداول  از  كه  مى باشد  تير  جانِ  ضخامت   (tw) و  تيرآهن  مقطع  ارتفاع   (h)

استخراج مى گردد.
) در تير بايد به جاى V در رابطة (9-3) از  maxτ براى محاسبة تنش برشى حداكثر (

Vmax استفاده شود. 

N. A
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a
w

V
A

τ =

w w w
w

a a

h cm mm
IPE A h.t A mm

t s mm

/ / MPa

2

3

16 16016 160 5 800
5

1 43 10 1 79800

⎧ = =⎪ ⇒ = ⇒ = × =⎨
= =⎪⎩

×τ = ⇒ τ =

با استخراج سطح مقطع جان تيرآهن IPE 16 از جداول پيوست، داريم:

a-a تنش برشى در مقطع

ب) تنش برشى حداكثر تير:
maxبا توجه به نمودار نيروى برشى داريم:

max
max max

w

max

V / kN N
V
h.t

/ MPa

18 57 18570
18570

800
23 21

= =

τ = ⇒ τ =

⇒ τ = تنش برشى حداكثر تير

حل:
الف) با توجه به نمودار نيروى برشى، در مقطع a-a به فاصلة 1/5 متر از تكيه گاه سمت 

aV بنابراين خواهيم داشت: / kN1 43= راست، مقدار نيروى برشى برابر است با 

از  كه  مقابل  شكل  تير  در 
يك تيرآهن IPE 16 تشكيل 
شده است، با توجه به نمودار 
نيروى برشى تير مطلوب است 

محاسبة:
الف) تنش برشى تير در مقطع 
از  متر   1/5 فاصلة  به   a-a

تكيه گاه سمت راست؛
ب) تنش برشى حداكثر تير.

مثال 2 (مطالعه آزاد)

A CB

P

x

y P20 kN

1 m1 m

16/43 kN 1/43 kN

18/57 kN

1/5 m

3/5 m

a

a

+
+

-
(V) نمودار نيروى برشى

P15 kN
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1- مقدار تنش مجاز به عوامل مختلفى بستگى دارد كه به منظور سادگى و پرهيز از طولانى شدن بحث به طور 
خلاصه آن را معادل MPa 144 در نظر مى گيريم.

9-3             تعيين شمارة مقطع تير فولادى با استفاده از 
                  تنش خمشى ماكزيمم تحت بار متمركز

به طور كلى طراحى تير يعنى تعيين مشخصات مقطع مورد نياز با توجه به بارهاى وارده 
و كنترل هاى لازم مانند كنترل تنش برشى حداكثر، كنترل تغيير شكل و . . . كه با استفاده از 

آئين نامه هاى مربوطه انجام مى گيرد. 
در اين قسمت با روش تعيين شماره مقطع مورد نياز تير فولادى با استفاده از رابطة 

(9-2) آشنا مى شويد و كنترل هاى لازم را در مقاطع بالاتر فرا خواهيد گرفت.
تنش خمشى حداكثر تير كه عموماً تعيين كننده شماره مقطع مورد نياز آن مى باشد از 

رابطة (9-2) به دست مى آيد.
به طور كلى تنش ايجاد شده در هر مصالحى نبايد از مقدار معينى تجاوز نمايد كه اين مقدار 

تنش معين را تنش مجاز مصالح مورد نظر مى نامند.
allσ نشان داده   مقدار تنش مجاز توسط آئين نامه هاى مربوطه مشخص  شده و با نماد 
مى شود. در اين كتاب مقدار تنش مجاز مصالح فولادى در خمش معادل MPa 144 در نظر 

گرفته شده است.1
بنابراين تنش خمشى حداكثر در تيرهاى فولادى نبايد از MPa 144 تجاوز نمايد در 

نتيجه رابطة (9-2) به صورت زير در خواهد آمد.
max

max
x

M .C MPa
I

144σ = ≤

(4-9)

x
x

max max
max max

x x

max
x

IS
C
M M
I S
C
MS

144 144

144

=

σ = ≤ ⇒ σ = ≤

⇒ ≥

xI ، مدول مقطع يا اساس مقطع تير يعنى (Sx) مى باشد.
C

نسبت 
بنابراين در رابطة (9-3) خواهيم داشت:
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تعيين  براى  بنابراين  گويند.»  لازم  مقطع  اساس  رابطة (4-9)  از  حاصل   Sx مقدار  «به 
شمارة مقطع تير با استفاده از رابطة (9-4) اساس مقطع لازم تير،  محاسبه شده و از جداول 
اساس مقطعى معادل يا  داراى  كه  را  نياز  شمارة مقطع مورد  ساختمانى مى توان  پروفيل هاى 

بزرگ تر از مقدار محاسبه شده از رابطة فوق مى باشد، استخراج مى شود.

مثال 3
 144  MPa معادل  كه  تير  خمشى  مجاز  تنش  به  توجه  با  آيا   (1) مثال  در  نمائيد  كنترل 
مقطع  لزوم  صورت  در  و  خير  يا  مى باشد  وارده  بار  جوابگوى   IPE  18 تيرآهن  مى باشد 

مورد نياز را تعيين نمائيد.
حل: 

max محاسبه شده كه بزرگ تر  / MPa426 14σ = تنش خمشى ماكزيمم در مثال (1) برابر 
all مى باشد بنابراين IPE 18 جوابگوى بار  MPa144σ = از تنش مجاز خمشى يعنى 

وارده نمى باشد.
خواهيم   (4-9) رابطة  به  توجه  با  نمائيم.  محاسبه  را  نياز  مورد  مقطع  اساس  بايد  بنابراين 

maxداشت:
x

x

x

x

MS

/S mm cm

S / cm IPE IPE

S cm /

6
3 3 3

3

3

144
62 5 10 434027 434027 10144
434 03 30

557 434 03

−

≥

×⇒ = = = ×

⇒ = ⇒ ⇒

= >

از جدول

لازم

لازم

لازم

موجود

x

x

/S / cm

IPE IPE S cm / cm

3

3 3

434 03 217 022
2 22 252 2 504 434 03

≥ =

⇒ ⇒ = × = >

لازم

از جدول با
موجود

آن  مقطع  بايد  نكند  تجاوز  مجاز  حد  از  تير  ماكزيمم  خمشى  تنش  اين كه  براى  بنابراين 
حداقل IPE 30 باشد. چنان چه بخواهيم از تيرآهن دوبل به عنوان تير فوق استفاده نمائيم، 
كافى است اساس مقطع لازم را نصف نموده و بر اساس آن شمارة مقطع مورد نياز را از 

جدول استخراج و به صورت دوبل مورد استفاده قرار دهيم. خواهيم داشت:
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خلاصة فصل
• در اثر خمش در تير، تنش هاى كششى و فشارى ايجاد مى شود.

• مقادير تنش خمشى حداكثر در هر مقطع از تير در تارهاى فوقانى و تحتانى از رابطة زير 
محاسبه مى شود.

MC
I

σ =

max
max

M C
I

σ =

max
x

MS 144≥

• تنش خمشى حداكثر تير از رابطة زير به دست مى آيد.

• تنش مجاز خمشى تيرهاى فولادى برابر MPa 144 در نظر گرفته مى شود.

• براى تعيين اساس مقطع تيرآهن لازم از رابطة زير استفاده مى شود.

all MPa144σ =
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خودآزمايى
1- در تيرهاى داده شده مطلوب است:

a-a الف) محاسبة تنش خمشى در مقطع
ب) محاسبة تنش خمشى ماكزيمم تير

(الف)

(ب)

2 kips1 kip

B

A D

CE

2 ft 2 ft 2 ft 2 ft2m
1m

20

2m
a

a

2m2m

20

V(kN)

M(kN.m)

40

20 kN 20 kN

+

-

-

مقطع تير

N. A

bee80156_ch11_442-499.indd Page 453  10/8/09  4:29:20 AM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-11
bee80156_ch11_442-499.indd Page 453  10/8/09  4:29:20 AM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-11

IPE 14

مقطع تير

N. A

bee80156_ch11_442-499.indd Page 453  10/8/09  4:29:20 AM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-11
bee80156_ch11_442-499.indd Page 453  10/8/09  4:29:20 AM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-11

IPE 16

V(kN)

M(kN.m)

BA C D E

10 kN 20 kN 20 kN

1 m 2 m1 m 1 m

20 kN20 kN10 kN

2m1m1m

28
46 44

22 22
2

18
28
1m

a

a
0/8m

+ + - -
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3

3 m 3 m

50 kN 10 kN

1 m

A

bee80156_ch12_500-535.indd Page 510  10/8/09  4:35:33 AM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-12bee80156_ch12_500-535.indd Page 510  10/8/09  4:35:33 AM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-12

1 m 2 m 1 m

B

P

CA

bee80156_ch12_500-535.indd Page 510  10/8/09  4:35:33 AM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-12

30 kN 30 kN

1/5 m1/5 m

BA C D E

300 300225 225

bee80156_ch12_500-535.indd Page 510  10/8/09  4:35:33 AM user-s173 /Volumes/MHDQ-New/MHDQ152/MHDQ152-12

50 kN 20 kN

2- شمارة مقطع هر يك از تيرهاى زير را با استفاده از پروفيل IPE تك و دوبل تعيين كنيد. 
(تنش مجاز خمشى فولاد را 144 مگاپاسكال در نظر بگيريد.)

(الف)

(ب)

(ج)

(ج)

A B C

6 kips

1/5 m

a

a
1/30 m

1/5 m

7 7

5

7/5

+V(kN)

M(kN.m)

-

12 kN

5 kN

2 IPE12

+
-
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ضميمه:
جداول مشخصات نيم رخ هاى فولادى

IPB      

 A=
  G=

I= I=
 S=
 i=

h b s t r c h 2c A G Ix Sx ix Iy Sy iy rTIPB h b s t r c h 2c A G x Sx x y Sy y T

mm mm mm mm mm mm mm cm2 kg/m cm4 cm3 cm cm4 cm3 cm mm
100 100 100 6 10 12 22 56 26 20.4 450 89.9 4.16 167 33.5 2.53 27.8
120 120 120 6.5 11 12 23 74 34 26.7 864 144 5.04 318 52.9 3.06 33.4
140 140 140 7 12 12 24 92 43 33.7 1510 216 5.93 550 78.5 3.58 38.9
160 160 160 8 13 15 28 104 54.3 42.6 2490 311 6.78 889 111 4.05 44.4
180 180 180 8.5 14 15 29 122 65.3 51.2 3830 426 7.66 1360 151 4.57 49.9
200 200 200 9 15 18 33 134 78.1 61.3 5700 570 8.54 2000 200 5.07 55.5
220 220 220 9 5 16 18 34 152 91 71 5 8090 736 9 43 2840 258 5 59 61

IPB

220 220 220 9.5 16 18 34 152 91 71.5 8090 736 9.43 2840 258 5.59 61
240 240 240 10 17 21 38 164 106 83.2 11260 938 10.3 3920 327 6.08 66.6
260 260 260 10 17.5 24 41.5 177 118 93 14920 1150 11.2 5130 395 6.58 72.2
280 280 280 10.5 18 24 42 196 131 103 19270 1380 12.1 6590 471 7.09 77.6
300 300 300 11 19 27 46 208 149 117 25170 1680 13 8560 571 7.58 83.2
320 320 300 11.5 20.5 27 47.5 225 161 127 30820 1930 13.8 9240 616 7.57 83.1
340 340 300 12 21.5 27 48.5 243 171 134 36660 2160 14.6 9690 646 7.53 82.9
360 360 300 12.5 22.5 27 49.5 261 181 142 43190 2400 15.5 10140 676 7.49 82.7
400 400 300 13 5 24 27 51 298 198 155 57680 2880 17 1 10820 721 7 4 82 3400 400 300 13.5 24 27 51 298 198 155 57680 2880 17.1 10820 721 7.4 82.3
450 450 300 14 26 27 53 344 218 171 79890 3550 19.1 11720 781 7.33 81.9
500 500 300 14.5 28 27 55 390 239 187 107200 4290 21.2 12620 842 7.27 81.6
550 550 300 15 29 27 56 438 254 199 136700 4970 23.2 13080 872 7.17 81.1
600 600 300 15.5 30 27 57 486 270 212 171000 5700 25.2 13530 902 7.08 80.7
650 650 300 16 31 27 58 534 286 225 210600 6480 27.1 13980 932 6.99 80.2
700 700 300 17 32 27 59 582 306 241 256900 7340 29 14440 963 6.87 79.6
800 800 300 17.5 33 30 63 674 334 262 359100 8980 32.8 14900 994 6.68 78.7
900 900 300 18 5 35 30 65 770 371 291 494100 10980 36 5 15820 1050 6 53 77 9900 900 300 18.5 35 30 65 770 371 291 494100 10980 36.5 15820 1050 6.53 77.9

1000 1000 300 19 36 30 66 868 400 314 644700 12890 40.1 16280 1090 6.38 77
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IPE      

 A=
  G=

 I= I

 S=
 i=

h b s t r c h-2c A G Ix Sx ix Iy Sy iy a1 rTIPE mm mm mm mm mm mm mm cm2 kg/m cm4 cm3 cm cm4 cm3 cm mm mm
80 80 46 3.8 5.2 5 10.2 59 7.64 6 80.1 20 3.24 8.49 3.69 1.05 63 12.2

100 100 55 4.1 5.7 7 12.7 74 10.3 8.1 171 34.2 4.07 15.9 5.79 1.24 79 14.6
120 120 64 4.4 6.3 7 13.3 93 13.2 10.4 318 53 4.9 27.7 8.65 1.45 96 16.9
140 140 73 4.7 6.9 7 13.9 112 16.4 12.9 541 77.3 5.74 44.9 12.3 1.65 112 19.3
160 160 82 5 7.4 9 16.4 127 20.1 15.8 869 109 6.58 68.3 16.7 1.84 129 21.7
180 180 91 5.3 8 9 17 146 23.9 18.8 1320 146 7.42 101 22.2 2.06 145 24
200 200 100 5.6 8.5 12 20.5 159 28.5 22.4 1940 194 8.26 142 28.5 2.24 162 26.4

IPE

200 200 100 5.6 8.5 12 20.5 159 28.5 22.4 1940 194 8.26 142 28.5 2.24 162 26.4
220 220 110 5.9 9.2 12 21.2 177 33.4 26.2 2770 252 9.11 205 37.3 2.48 179 29.1
240 240 120 6.2 9.8 15 24.8 190 39.1 30.7 3890 324 9.97 284 47.3 2.6 196 31.8
270 270 135 6.6 10.2 15 25.2 219 45.9 36.1 5790 429 11.2 420 62.2 3.02 220 35.6
300 300 150 7.1 10.7 15 25.7 248 53.8 42.2 8360 557 12.5 604 80.5 3.35 245 39.5
330 330 160 7.5 11.5 18 29.5 271 62.6 49.1 11770 713 13.7 788 98.5 3.55 270 42.1
360 360 170 8 12.7 18 30.7 298 72.7 57.1 16270 904 15 1040 123 3.79 294 44.7
400 400 180 8.6 13.5 21 34.5 331 84.5 66.3 23130 1160 16.5 1320 146 3.95 326 47.1
450 450 190 9 4 14 6 21 35 6 378 98 8 77 6 33740 1500 18 5 1680 176 4 12 365 49 4450 450 190 9.4 14.6 21 35.6 378 98.8 77.6 33740 1500 18.5 1680 176 4.12 365 49.4
500 500 200 10.2 16 21 37 426 116 90.7 48200 1930 20.4 2140 214 4.31 404 51.8
550 550 210 11.1 17.2 24 41.2 467 134 106 67120 2440 22.3 2670 254 4.45 442 54
600 600 220 12 19 24 43 514 156 122 92080 3070 24.3 3390 308 4.66 481 56.5
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 Cast IPE         

 A=
  G=

 I=
 S=
 i=

h H s t A G lxa Sxa Fb lxb Sxb

mm mm mm mm cm2 kg/m
(per 1.5h) cm4 cm3 cm2 cm4 cm3

120 80 120 3.8 5.2 9.16 0.718 206 34.3 6.12 189 31.6
150 100 150 4.1 5.7 12.4 1.21 437 58.2 8.25 403 53.7
180 120 180 4 4 6 3 15 8 1 86 809 89 9 10 6 746 82 8

Cast IPE

180 120 180 4.4 6.3 15.8 1.86 809 89.9 10.6 746 82.8
210 140 210 4.7 6.9 19.7 2.7 1370 131 13.1 1270 121
240 160 240 5 7.4 24.1 3.78 2200 184 16.1 2030 169
270 180 270 5.3 8 28.7 5.06 3330 247 19.1 3070 228
300 200 300 5.6 8.5 34.1 6.7 4910 327 22.9 4540 302
330 220 330 5.9 9.2 39.9 8.63 6990 423 26.9 6460 392
360 240 360 6.2 9.8 46.5 11 9790 544 31.7 9070 504
405 270 405 6 6 10 2 54 8 14 6 14550 719 37 13470 665405 270 405 6.6 10.2 54.8 14.6 14550 719 37 13470 665
450 300 450 7.1 10.7 64.5 19 21010 934 43.2 19410 863
495 330 495 7.5 11.5 75 24.3 29580 1200 50.2 27330 1100
540 360 540 8 12.7 87.1 30.8 40890 1510 58.3 37780 1400
600 400 600 8.6 13.5 102 39.7 58290 1940 67.3 53700 1790
675 450 675 9.4 14.6 120 52.2 85430 2530 77.7 78290 2320
750 500 750 10.2 16 142 68.2 122400 3260 90.5 111800 2980
825 550 825 11 1 17 2 165 86 6 171100 4150 103 155700 3770825 550 825 11.1 17.2 165 86.6 171100 4150 103 155700 3770
900 600 900 12 19 192 110 235300 5230 120 213700 4750
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UNP     

 A=
  G=

 I=
 S=
 i=

h b s t=r1 r2 c h 2c A G Ix Sx ix Iy Sy iy ey xM a1
mm mm mm mm mm mm mm cm2 kg/m cm4 cm3 cm cm4 cm3 cm cm cm mm

UNP
g

30x15 30 15 4 4.5 2 9 12 2.21 1.74 2.53 1.69 1.07 0.38 0.39 0.42 0.52 0.74 --
30 30 33 5 7 3.5 14.5 1 5.44 4.27 6.39 4.26 1.08 5.33 2.68 0.99 1.31 2.22 --

40x20 40 20 5 5.5 2.5 11 18 3.66 2.87 7.58 3.79 1.44 1.14 0.86 0.56 0.67 1.01 --
40 40 35 5 7 3.5 14.5 11 6.21 4.87 14.1 7.05 1.5 6.68 3.08 1.04 1.33 2.32 --

50x25 50 25 5 6 3 12.5 25 4.92 3.86 16.8 6.73 1.85 2.49 1.48 0.71 0.81 1.34 --
50 50 38 5 7 3.5 15 20 7.12 5.59 26.4 10.6 1.92 9.12 3.75 1.13 1.37 2.47 4
60 60 30 6 6 3 12.5 35 6.46 5.07 31.6 10.5 2.21 4.51 2.16 0.84 0.91 1.5 --
65 65 42 5.5 7.5 4 16 33 9.03 7.09 57.5 17.7 2.52 14.1 5.07 1.25 1.42 2.6 16
80 80 45 6 8 4 17 47 11 8 64 106 26 5 3 1 19 4 6 36 1 33 1 45 2 67 2880 80 45 6 8 4 17 47 11 8.64 106 26.5 3.1 19.4 6.36 1.33 1.45 2.67 28

100 100 50 6 8.5 4.5 18 64 13.5 10.6 206 41.2 3.91 29.3 8.49 1.47 1.55 2.93 42
120 120 55 7 9 4.5 19 82 17 13.4 364 60.7 4.62 43.2 11.1 1.59 1.6 3.03 56
140 140 60 7 10 5 21 97 20.4 16 605 86.4 5.45 62.7 14.8 1.75 1.75 3.37 70
160 160 65 7.5 10.5 5.5 22.5 116 24 18.8 925 116 6.21 85.3 18.3 1.89 1.84 3.56 82
180 180 70 8 11 5.5 23.5 133 28 22 1350 150 6.95 114 22.4 2.02 1.92 3.75 96
200 200 75 8.5 11.5 6 24.5 151 32.2 25.3 1910 191 7.7 148 27 2.14 2.01 3.94 108
220 220 80 9 12.5 6.5 26.5 166 37.4 29.4 26900 245 8.48 197 33.6 2.3 2.14 4.2 122
240 240 85 9.5 13 6.5 28 185 42.3 33.2 3600 300 9.22 248 39.6 2.42 2.23 4.39 134
260 260 90 10 14 7 30 201 48.3 37.9 4820 371 9.99 317 47.7 2.56 2.36 4.66 146
280 280 95 10 15 7.5 32 216 53.3 41.8 6280 448 10.9 399 57.2 2.74 2.53 5.02 160
300 300 100 10 16 8 34 232 58.8 46.2 8030 535 11.7 495 67.8 2.9 2.7 5.41 174
320 320 100 14 17.5 8.75 37 247 75.8 59.5 10870 679 12.1 597 80.6 2.81 2.6 4.82 182
350 350 100 14 16 8 34 283 77.3 60.6 12840 734 12.9 570 75 2.72 2.4 4.45 204
380 380 102 13.5 16 8 33.5 313 80.4 63.1 15760 829 14 615 78.7 2.77 2.38 4.58 227
400 400 110 14 18 9 38 325 91.5 71.8 20350 1020 14.9 846 102 3.04 2.65 5.11 240
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Angle  Equal Leg        

 A=
  G=

 I=
 S=
 i=

a X s r1 r2 A G e w v1 Ix=Iy Sx=Sy ix=iy J i J W i
2 4 3 4 3mm mm mm cm2 kg/m cm cm cm cm4 cm3 cm cm4 cm cm cm3 cm

20 X 3 3.5 2 1.12 0.88 0.6 1.41 0.85 0.39 0.28 0.59 0.62 0.74 0.15 0.18 0.37
20 X 4 3.5 2 1.45 1.14 0.64 1.41 0.9 0.48 0.35 0.58 0.77 0.73 0.19 0.21 0.36
25 X 3 3.5 2 1.42 1.12 0.73 1.77 1.03 0.79 0.45 0.75 1.27 0.95 0.31 0.3 0.47
25 X 4 3.5 2 1.85 1.45 0.76 1.77 1.08 1.01 0.58 0.74 1.61 0.93 0.4 0.37 0.47
25 X 5 3.5 2 2.26 1.77 0.8 1.77 1.13 1.18 0.69 0.72 1.87 0.91 0.5 0.44 0.47
30 X 3 5 2.5 1.74 1.36 0.84 2.12 1.18 1.41 0.65 0.9 2.24 1.14 0.57 0.48 0.57
30 X 4 5 2.5 2.27 1.78 0.89 2.12 1.24 1.81 0.86 0.89 2.85 1.12 0.76 0.61 0.58
30 X 5 5 2.5 2.78 2.18 0.92 2.12 1.3 2.16 1.04 0.88 3.41 1.11 0.91 0.7 0.57
35 X 3 5 2.5 2.04 1.6 0.96 2.47 1.36 2.29 0.9 1.06 3.63 1.34 0.95 0.7 0.68
35 X 4 5 2.5 2.67 2.1 1 2.47 1.41 2.96 1.18 1.05 4.68 1.33 1.24 0.88 0.68
35 X 5 5 2.5 3.28 2.57 1.04 2.47 1.47 3.56 1.45 1.04 5.63 1.31 1.49 1.01 0.67
35 X 6 5 2.5 3.87 3.04 1.08 2.47 1.53 4.14 1.71 1.04 6.5 1.3 1.77 1.16 0.68
40 X 3 6 3 2.35 1.84 1.07 2.83 1.52 3.45 1.18 1.21 5.45 1.52 1.44 0.95 0.78
40 X 4 6 3 3.08 2.42 1.12 2.83 1.58 4.48 1.56 1.21 7.09 1.52 1.86 1.18 0.78
40 X 5 6 3 3.79 2.97 1.16 2.83 1.64 5.43 1.91 1.2 8.64 1.51 2.22 1.35 0.77
40 X 6 6 3 4 48 3 52 1 2 2 83 1 7 6 33 2 26 1 19 9 98 1 49 2 67 1 57 0 7740 X 6 6 3 4.48 3.52 1.2 2.83 1.7 6.33 2.26 1.19 9.98 1.49 2.67 1.57 0.77
45 X 4 7 3.5 3.49 2.74 1.23 3.18 1.75 6.43 1.97 1.36 10.2 1.71 2.68 1.53 0.88
45 X 5 7 3.5 4.3 3.38 1.28 3.18 1.81 7.83 2.43 1.35 12.4 1.7 3.25 1.8 0.87
45 X 6 7 3.5 5.09 4 1.32 3.18 1.87 9.16 2.88 1.34 14.5 1.69 3.83 2.05 0.87
45 X 7 7 3.5 5.86 4.6 1.36 3.18 1.92 10.4 3.31 1.33 16.4 1.67 4.39 2.29 0.87
50 X 4 7 3.5 3.89 3.06 1.36 3.54 1.92 8.97 2.46 1.52 14.2 1.91 3.73 1.94 0.98
50 X 5 7 3.5 4.8 3.77 1.4 3.54 1.98 11 3.05 1.51 17.4 1.9 4.59 2.32 0.98
50 X 6 7 3.5 5.69 4.47 1.45 3.54 2.04 12.8 3.61 1.5 20.4 1.89 5.24 2.57 0.96
50 X 7 7 3 5 6 56 5 15 1 49 3 54 2 11 14 6 4 15 1 49 23 1 1 88 6 02 2 85 0 9650 X 7 7 3.5 6.56 5.15 1.49 3.54 2.11 14.6 4.15 1.49 23.1 1.88 6.02 2.85 0.96
50 X 8 7 3.5 7.41 5.82 1.52 3.54 2.16 16.3 4.68 1.48 25.7 1.86 6.87 3.19 0.96
50 X 9 7 3.5 8.24 6.47 1.56 3.54 2.21 17.9 5.2 1.47 28.1 1.85 7.67 3.47 0.97
55 X 5 8 4 5.32 4.18 1.52 3.89 2.15 14.7 3.7 1.66 23.3 2.09 6.11 2.84 1.07
55 X 6 8 4 6.31 4.95 1.56 3.89 2.21 17.3 4.4 1.66 27.4 2.08 7.24 3.28 1.07
55 X 8 8 4 8.23 6.46 1.64 3.89 2.32 22.1 5.72 1.64 34.8 2.06 9.35 4.03 1.07
55 X 10 8 4 10.1 7.9 1.72 3.89 2.43 26.3 6.97 1.62 41.4 2.02 11.3 4.65 1.06
60 X 5 8 4 5.82 4.57 1.64 4.24 2.32 19.4 4.45 1.82 30.7 2.3 8.03 3.46 1.17
60 X 6 8 4 6 91 5 42 1 69 4 24 2 39 22 8 5 29 1 82 36 1 2 29 9 43 3 95 1 1760 X 6 8 4 6.91 5.42 1.69 4.24 2.39 22.8 5.29 1.82 36.1 2.29 9.43 3.95 1.17
60 X 8 8 4 9.03 7.09 1.77 4.24 2.5 29.1 6.88 1.8 46.1 2.26 12.1 4.84 1.16
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 Square Tube      

 A=
  G=

 I=
 S=
 i=

a X s A G I S i
mm cm2 kg/m cm4 cm3 cm

40 X 2.9 4.23 3.32 9.66 4.83 1.51
40 X 4 5.62 4.41 12.1 6.05 1.47

50 X 2.9 5.39 4.23 19.8 7.94 1.92
50 X 4 7.22 5.67 25.4 10.1 1.87

60 X 2.9 6.55 5.14 35.5 11.8 2.33
60 X 4 8.82 6.93 45.9 15.3 2.28
60 X 5 10.8 8.47 54.1 18 2.24

70 X 3.2 8.46 6.64 62.7 17.9 2.72
70 X 4 10.4 8.18 75.3 21.5 2.69
70 X 5 12.8 10 89.6 25.6 2.65

80 X 3.6 10.9 8.55 106 26.4 3.11
80 X 4.5 13.4 10.5 127 31.7 3.08
80 X 5.6 16.4 12.9 151 37.6 3.03
90 X 3.6 12.3 9.68 153 34 3.52
90 X 4.5 15.2 11.9 185 41 3.48
90 X 5.6 18.6 14.6 220 49 3.44
100 X 4 15.2 12 233 46.6 3.91
100 X 5 18.8 14.7 281 56.3 3.87

100 X 6.3 23.3 18.3 339 67.8 3.82
120 X 4.5 20.5 16.1 452 75.3 4.7
120 X 5.6 25.1 19.7 544 90.6 4.65
120 X 6.3 28 22 598 99.7 4.62
140 X 5.6 29.6 23.3 885 126 5.47
140 X 7.1 37 29 1080 154 5.4
140 X 8.8 45 35.3 1280 182 5.33
160 X 6.3 37.7 29.6 1460 183 6.23
160 X 8 47 36.9 1780 222 6.15
160 X 10 57.4 45.1 2100 263 6.05
180 X 6.3 42.8 33.6 2120 236 7.05
180 X 8 53.4 41.9 2590 288 6.97

180 X 10 65.4 51.4 3090 343 6.87
200 X 6.3 47.8 37.5 2960 296 7.86
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 Round Tube     

 A=
  G=

 I=
 S=
 i=

D X s A G I S ix
mm cm2 kg/m cm4 cm3 cm

21.3 X 2 1.21 0.962 0.571 0.536 0.686
21.3 X 2.6 1.53 1.21 0.681 0.639 0.668
21.3 X 3.2 1.82 1.44 0.768 0.722 0.65
26 9 X 2 1 56 1 24 1 22 0 907 0 88326.9 X 2 1.56 1.24 1.22 0.907 0.883
26.9 X 2.6 1.98 1.57 1.48 1.1 0.864
26.9 X 3.2 2.38 1.89 1.7 1.27 0.846
33.7 X 2.6 2.54 2.01 3.09 1.84 1.1
33.7 X 3.2 3.07 2.42 3.6 2.14 1.08
33.7 X 4 3.73 2.95 4.19 2.49 1.06
42.4 X 2.6 3.25 2.57 6.46 3.05 1.41
42 4 X 3 2 3 94 3 11 7 62 3 59 1 3942.4 X 3.2 3.94 3.11 7.62 3.59 1.39
42.4 X 4 4.83 3.81 8.99 4.24 1.36
48.3 X 2.6 3.73 2.95 9.78 4.05 1.62
48.3 X 3.2 4.53 3.59 11.6 4.8 1.6
48.3 X 4 5.57 4.41 13.8 5.7 1.57
60.3 X 2.9 5.23 4.14 21.6 7.16 2.03
60.3 X 3.6 6.41 5.07 25.9 8.58 2.01
60 3 X 4 7 07 5 59 28 2 9 34 260.3 X 4 7.07 5.59 28.2 9.34 2
60.3 X 5 8.69 6.82 33.5 11.1 1.96
76.1 X 2.9 6.67 5.82 44.7 11.8 2.59
76.1 X 3.6 8.2 6.49 54 14.2 2.57
76.1 X 4 9.06 7.17 59.1 15.5 2.55
76.1 X 5 11.2 8.77 70.9 18.6 2.52
88.9 X 3.2 8.62 6.81 79.2 17.8 3.03
88 9 X 3 6 9 65 7 57 87 9 19 8 3 0288.9 X 3.6 9.65 7.57 87.9 19.8 3.02
88.9 X 4 10.7 8.43 96.3 21.7 3
88.9 X 5 13.2 10.3 116 26.2 2.97
88.9 X 6.3 16.3 12.9 140 31.5 2.93
101.6 X 3.6 11.1 8.76 133 26.2 3.47
101.6 X 4.5 13.7 10.7 162 31.9 3.44
101.6 X 5.6 16.9 13.2 195 38.4 3.4
101 6 X 7 1 21 1 16 6 237 46 6 3 35



170

منابع و مآخذ:
1- خاكى، على، ايستايى ساختمان، شركت چاپ و نشر كتاب هاى درسى ايران

2- فرشاد، مهدى، مكانيك مهندسى - جلد اول: استاتيك، انتشارات پژوهش
3- مريام، ج - ال، استاتيك، ترجمة حميد لعل خو

4- ENGINEERING MECHANICS STATICS,
 J.L.MERIAM&L.G.KRAIGE, SEVENTH EDITION
5- STATICS AND MECHANICS OF MATERIALS,
 Ferdinand P.Beer&E.Russell Johnston, Jr.&John T.DeWolf&David 
F.Mazurek
6- MECHANICS OF MATERIALS, Third Edition
 ROY R. CRAIG, JR.

7- فرشاد، مهدى، تاريخ مهندسى در ايران، انتشارات ميرماه
8- و سايت هاى مختلف اينترنتى مرتبط با موضوع


	000-C494-7
	fasl-01-C494-7
	fasl-02-C494-7
	fasl-03-C494-7
	fasl-04-C494-7
	fasl-05-C494-7
	fasl-06-C494-7
	fasl-07-C494-7
	fasl-08-C494-7
	fasl-09-C494-7

