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 ٦فصل 
 

   تبديل لاپلاس 
  

هاي خطي تغيير ناپذير بازمان  تبديل لاپلاس يك وسيله اساسي براي مطالعه سيستم

در اين فصل بطور مختصر به معرفي تبديل لاپلاس و خواص آن پرداخته وآاربرد عمده . باشد مي

 الكتريكي آن در حل معادلات ديفرانسيل خطي با ضرائب ثابت را آه در تجزيه و تحليل مدارهاي

 .در فصول قبل آموختيم را خواهيم ديد

  

  تبديل لاپلاس و خواص آن ) ٦- ١
]  آه در فاصلهf(t) تبديل لاپلاس تابع :تعريف    .شود  معين است بصورت زير تعريف مي0,∞(

 )٦- ١               ([ ] ∫
∞ −==
−0

)()()( dtstetftFLSF  

ωσ js ل فوق بازاء ااز آنجا آه انتگر .ط بوده وآنرا فرآانس مختلط نامنديك متغير مختل=+

 همگرا خواهد بود بنابراين تبديل لاپلاس هر تابع داراي ناحيه همگرايي sمقادير مشخصي از 

  .گردد معين مي) s-plan(مشخصي خواهد بود آه در صفحه اعداد مختلط 

  . تبديل لاپلاس توابع زير را محاسبه آنيد:مثال

  f(t)=u(t) )الف
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]شود انتگرال فوق تنها بازاء مقادير  همانگونه آه مشاهده مي ] 0Re >= σsاین .همگراست 

  .ناحيه را ناحيه همگرایی تبدیل لاپلاس می نامند
)()()ب tuetf at= aبطوریکه a يك عدد حقيقي است   
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  .باشد  ميSدر اين حالت ناحيه همگرايي تمام مقادير مختلط 

  

 تبديل لاپلاسخواص ): ٦- ٢
  
),()(اگر توابع  :خطي بودن خاصيت ) ١ 12 tftf دارای تبدیل لاپلاسهای)(,)( 12 sFsF  بوده و

b,aثابتهای اختياری باشند آنگاه :  
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  . آنيد با استفاده از خاصيت خطي تبديل لاپلاس رابطه زير را اثبات:مثال
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  . را بسط می دهيمtωcosابتدا با کمک رابطه اویلر تابع  :  حل
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  :توان نشان داد آه  به همين ترتيب مي
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  : توان نشان داد آه  مي: گيري  مشتق  خاصيت- ٢
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  : با تعميم قضيه فوق همچنين داريم 
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بكمك تبديل لاپلاس  راپاسخ فرض شود پاسخ ضربه مدار i در مدار زير در صورتيكه :مثال

  .محاسبه کنيد

  
  

 بصورت زير خواهد i در حلقه مربوطه بر حسب متغير kvlمعادله ديفرانسيل مدار با اعمال   :حل

                       .بود

                                )٦- ١٢(              )()( tteRi
dt
diLkvl s δ==+  

 و با استفاده از خاصيت ه فرض اينكه شرايط اوليه صفر بودبااگر از طرفين تبديل لاپلاس بگيريم 

  : داريم  گيری تبدیل لاپلاس و مشتقخطی
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 بدست t≤0 روش تبديل لاپلاس در حل معادلات ديفرانسيل پاسخ را تنها براي :نكته 

   :در صورتي آه تعريف تبديل لاپلاس بفرم آلي آن يعني. دهد  مي
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اين نوع تبديل لاپلاس به تبديل . در نظر بگيريم پاسخ براي آليه زمانها بدست خواهد آمد

  .لاپلاس دو طرفه معروف است
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   :توان نشان داد آه  مي : انتگرال گيرياصيت خ-٣
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  .تبديل لاپلاس توابع زير را محاسبه آنيد  ،u(t) با استفاده از تبديل لاپلاس :مثال
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   :دانيم آه   مي:حل
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  : با آمك خاصيت انتگرال گيري خواهيم داشت
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  : داریم صحيحnبراي هر همچنين 
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   :توان نشان داد آه  ميبراحتي : شيفت در حوزه زمان  خاصيت )٤

  
) ٦-٢١          ([ ] [ ])()( 0

0 tfLettfL st−=−   

  . را محاسبه آنيد)٦- ١( تبديل لاپلاس شكل :مثال

 

  
  ) ٦- ١(شکل 

 
 : آن بصورت زیر نوشته می شودهاي  برحسب توابع پله و شيفت داده شده f(t) :حل

)٦- ٢٢            (F(t)=u(t)+u(t-١)-٢u(t-٢)   
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  : توان نشان داد آه  مي:  فرآانس خاصيت شيفت در حوزه) ٥
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te تبديل لاپلاس:مثال  at ωcos−را محاسبه آنيد .  

]: کهميدان  مي:حل  ] 22cos
ω

ω
+

=
s

stLوزه فرآانسح خاصيت شيفت در  با استفاده از حال 

   : می آیدبه دستبصورت زیر تبدیل لاپلاس سيگنال مورد نظر 
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tateهمچنين تبدیل لاپلاس  ωsin−بصورت زیر خواهد بود:  
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س آانولوشن دو تابع برابر با حاصل ضرب تبديل لاپلاس لال لاپتبدي  :خاصيت آانولوشن) ٦

   :آنها يعني
) ٦-٢٧                ([ ] [ ] [ ] )()()(.)()(*)( sHsXthLtxLthtxL ==  

  

  تبديل لاپلاس معكوس) ٦-٣
  گسترش روشاز) تبديل لاپلاس معكوس(براي يافتن شكل زماني تابع بكمك تبديل لاپلاس آن 

فرض آنيد. شود  به آسرهاي جزيي استفاده ميتابع
)(
)()(

sQ
sPsF  يك تابع گويا با ضرائب=

 s برحسب n,m ات بترتيب از درجي هايا  چند جملهQ(s) , P(s)حقيقي باشد در اينصورت 

  : عبارت ازF(s)يك طرز نمايش ديگري براي تابع  .خواهند بود

) ٦-٢٨                         (
)(

1

)(
1)(

jps
n

j

izs
m

iksF

−
=
Π

−
=
Π

=  

ziو ها صفرها  Pj تابع هاي  ها قطب F(s) شود ناميده مي.  

 Pj نامند و اگر F(s)آنرا يك قطب ساده ) ريشه غير تكراري. ( باشد Q(s) يك ريشه ساده pjاگر 

براي . نامندتابع فوق  r رتبه م باشد آنرا قطب Q(s)اي   چند جملهrيك ريشه تكراري ازمرتبه 

.  تبديل شود)m<n ( به يك تابع گوياي مناسبF(s)يافتن تبديل لاپلاس معكوس لازمست ابتدا 

 یک تابع گویای F(s)با فرض اینکه  ) .گيرد  اينكار صورت مي Q(s) به P(s)با عمل تقسيم(

  : سه حالت مختلف وجود خواهد داشتدر این صورتمناسب است 

  :ت بصورت زير قابل تبديل اسF(s)هاي ساده باشد در اين صورت   داراي قطبF(s)  )١حالت 
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ki هاي  ها مانده)Residues ( تابعF(s) در قطب هاي Piباشند و بصورت زير محاسبه   مي

  .گردند مي
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  . داراي قطبهاي مكرر باشدF(s)   ) ٢حالت 
  . بصورت زير به آسرهاي جزيي تبديل خواهد شدF(s). باشد) r )r<n قطب مرتبه ipمثلاٌ اگر
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  .گردند  بصورت زير محاسبه ميkiضرائب 
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  .س معكوس تابع زير را بياييدلا تبديل لاپ:مثال
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  . است١-=s و یک قطب مرتبه دو در ٢-=sتابع فوق دارای یک قطب ساده در  :حل
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  .هاي مختلط باشد داراي قطب F(s)  ٣)حالت 

 حقيقي هستند آليه قطب و F(s)  تابع گویایايهاي صورت ومخرج چون ضرائب چند جمله
jbapبنابراين اگر. ظاهر خواهند شدصفرهاي مختلف بصورت مزدوج    باشدF(s) يك قطب 1=+

jbap حتماً  برای تبدیل اینگونه توابع به کسرهای جزیی به . نيز قطب آن خواهد بود2=−

  .صورت زیر عمل می کنيم
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K٢,kمحاسبه است نيز بصورت قبل قابل١ :  
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*:توان نشان داد آه   ميF(s) بودن ضرائب تابع گوياي يبا توجه به حقيق
1k٢=k يعني ضرائب 

k٢,kمزدوج يكديگر خواهند بود١ .  
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  .تبدیل لاپلاس معکوس تابع زیر را محاسبه کنيد :مثال
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  س لا تجزيه و تحليل مدارهاي خطي تغيير ناپذير با زمان بكمك تبديل لاپ) ٦-٤
 مدار خطي تغيير ناپذير با زمان زير را در نظر گرفته و با فرض : پاسخ حالت صفر ):٦-٤- ١

ورودي دلخواه هر  را بازاء i(t) باشد پاسخ Es(s)ل لاپلاس ی داراي تبدes(t)اينكه ورودي 

  :محاسبه و بكمك آن پاسخ پله و ضربه را بدست آوريد

  

  
  )٦- ٢(شکل 

 در حلقه مربوطه بدست kvlبا نوشتن فرض شرايط اوليه صفر  معادله ديفرانسيل مدار با :حل

   :می آید
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  :معادله زیر حاصل خواهد شدمعادله انتگرال ديفرانسيل فوق از  تبديل لاپلاس اخذبا 
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  تعریفس پاسخ حالت صفر به تبديل لاپلاس ورودي لا تبديل لاپتابع شبکه بصورت نسبت
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س پاسخ حالت صفر و تبدیل لاپلاس ورودی بصورت زیر خواهد بنابراین رابطه بين تبدیل لاپلا

  :بود

  )تبديل لاپلاس پاسخ حالت صفر) = (تابع شبكه (.)تبديل لاپلاس ورودي( 

 است پس تابع شبكه برابر با تبديل لاپلاس ١از آنجا آه تبديل لاپلاس تابع ضربه واحد، برابر با 

  :باشد يعني  پاسخ ضربه واحد مي
) ٦-٥٠    (            [ ] )()( sHthL =  

با . کافيست تبدیل لاپلاس معکوس تابع شبکه را محاسبه نمودبراي محاسبه پاسخ ضربه 

  :ری مقادیر عناصر مدار داده شده تابع شبکه بصورت زیر در می آیداجایگذ
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                      :شبکه برابر است با تبدیل لاپلاس معکوس تابع بنابراین
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 و در نتيجه es(t)=u(t)پاسخ پله نيز با توجه به ورودي 
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sEs
1)(   :قابل محاسبه است=
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                                                             : بنابراین پاسخ پله بصورت زیر است
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  . استپاسخ ضربه مشتق پاسخ ضربه نشان دهيد آه :تمرين 

  

   پاسخ آامل) ٦-٤- ٢
  .اسخ آامل را محاسبه آنيدپ پاسخ مورد نظر باشد (t)i٢ اگر جريان زیردر شبكه 

)0(0ایط اوليه برابر با شر VVC ==
−

)0(0 و  IiL ==
−

  . فرض می شود

  

  
  )٦- ٣(شکل 

 
        رال ديفرانسيل شبكه را بروش نظري ابتدا با استفاده از تجزيه و تحليل مش معادلات انتگ:حل 

 شبکه جایگزین برای این کار لازم است مدار معادل خازن را در. بدست می آوریميا ميانبر  

               .نمایيم

  
  )٦- ٤(شکل 

  : بصورت زیر نوشته خواهد شدمعادلات انتگرال ديفرانسيلحال 
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  های و با فرض اينكه تبديل لاپلاسبگيریمتبديل لاپلاس  فوق از طرفين دستگاه معادلاتاگر 
i٢(t),i١(t)1,2رابر با  ب به ترتيب IIباشد داريم :  

) ٦-٥٦                (
{ 43421

444444 3444444 21
)(

0

0

2

1

)(

322

221

____

/1

SV

s

IsZ Sm

sV
LIE

I
I

Cs
RRR

RLsRR
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++−

−++
  

)()(
______

sVIsZ sm =  

) مورد نظر متغيرامر رحال با استفاده از روش آوفاآتور يا قاعده آ )sI می  محاسبه بصورت زیر 2

  .شود
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    ناشی از ورودی):١(         ناشی از شرایط اوليه): ٢(                                    

هاي پاسخ  شود آه تبديل لاپلاس پاسخ آامل برابر با مجموع تبديل لاپلاس مشاهده مي

  :سخ حالت صفر يعنيپا ورودي صفر و

  L) پاسخ آامل  (L=)پاسخ حالت صفر  (L+)پاسخ ورودي صفر (
0,0در صورتي آه شرايط اوليه صفر باشد  00 == VIه يا تبديل لاپلاس پاسخ ضربه بکتابع ش

  :آيد بصورت زير بدست مي
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   توابع شبكه و حالت دائمي سينوسي) ٦-٤-٣

در صورتي آه هدف محاسبه پاسخ حالت دائمي سينوسي با فرض سينوسي بودن ورودي 

در  .لاپلاس بصورت زير عمل نمودتوان با استفاده از روش فازورها وبا روش تبديل  باشد مي
tVte ء ورودي شبكه مثال قبل فرض آنيد هدف محاسبه پاسخ حالت دائمي بازا ms 0cos)( ω= 

  . مورد نظر می باشدt→∞ به عبارت دیگر پاسخ حالت دائمی سينوسی بازاء .باشد

  . بصورت زير بدست خواهد آمد(s)I٢ با استفاده از روش تجزيه و تحليل مش پاسخ :حل 
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tjبراي محاسبه پاسخ حالت دائمي ورودي 
ms eVte oω=)(

^
در نظر گرفته و جزء حقيقي پاسخ را 

درنظر خواهيم گرفت بنابراين 
oωjs

V
sE m

S
−

=)(
^

  :و تبديل لاپلاس پاسخ بصورت زير خواهد بود
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2)(لازمستبرای محاسبه 
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ti آسرهاي جزيي تبديل نمائيمبصورت زیر به  را.   
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)()( ++=⇒ ωω  

]يعني( اشند ب در نيم صفحه باز چپH(s) هاي قطببا فرض اينكه تمام  ] 0Re <jpبراي 

,...2,1=ijpهاي  ها قطبH(s)در اينصورت در حالت دائمي يعني وقتي )  هستند∞→t تمام 

  : جملات نمايي سمت صفر ميل خواهند آرد و بنابراين 

                                                       tاي مقادير بزرگ بر
tj

m ejHVti o

o
ωω )()(2

^
≈  

tVteبراي محاسبه پاسخ دائمي سينوسي بازاء ورودي  ms 0cos)( ω= آافيست جزء حقيقي را

                                         :یعنیمحاسبه آنيم 
[ ])(ˆRe)( 22 titi =  

  : در شبكه حاضر داريم

  
 )٦-٦٨                (( )0002 cos(|)(|)( ωωω jHtjHVti m ∠+=  
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−=∠ −jHمی باشد  .  

 نشان دهيد آه با استفاده از بكارگيري فازورها پاسخ حالت دائمي محاسبه شده با :تمرين 

  .اسبه شده فعلي يكسان خواهند بودپاسخ مح

  

  )LTI(ان مهاي خطي تغيير ناپذير باز   خواص اساسي شبكه):٦-٤-٤
هاي پاسخ حالت صفر و پاسخ  تبديل لاپلاس پاسخ آامل برابر با مجموع تبديل لاپلاس )١

  .ورودي صفر است

ديل لاپلاس  گويا با ضرائب حقيقي است آه هر گاه در تبي تابعLTIتابع شبكه يك مدار  )٢

  :دیعنیده لاس پاسخ حالت صفر را بدست ميورودي ضرب شود تبديل لاپ
)()()( sXsHsY =  

  .این نتيجه از خاصيت کانوالوشن تبدیل لاپلاس حاصل می شود

شرايط اوليه مورد نياز براي حل شبكه نسبت به هر متغير آن بوسيله ولتاژهاي اوليه دو  )٣

  .شود وليه سلفها آاملاً شخص ميها و جريانهاي ا سرخازن

  . برابر با تبديل لاپلاس پاسخ ضربه متناظر آن شبكه استLTIابع شبكه يك مدار  ت)٤

  .باشد ميو انتگرال پاسخ ضربه برابر با پاسخ پله  مشتق پاسخ پله برابر با پاسخ ضربه )٥
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) Sپ صفحه در نيم صفحه چ( داراي جزء حقيقي منفي باشند H(s)هاي   اگر تمام قطب)٦
tVte  سينوسیپاسخ حالت صفر به ورودي ms 0cos)( ω= به سمت پاسخ حالت دائمي 

)(|)(|)cos)((سينوسي  000 ωωω jHtVjHty m   .آند ميل مي=+∠

 محاسبه آنيم نتيجه بدست آمده نسبت فازور خروجي 0ω s=j را در H(s)  اگر تابع شبكه )٧

  .ئمي سينوسي خواهد بودبه فازور ورودي در حالت دا

  
   بكمك تبديل لاپلاسLTI حل معادلات حالت يك شبكه )٦-٥

 مشاهده شد دستگاه معادلات حالت يك شبكه خطي )معادلات حالت( ٥ همچنانكه در فصل

  .آيد تغيير ناپذير بازمان بصورت زير بدست مي

) ٦-٦٩             ()()()(
_______

twbtXAtX +=&  

) ٦-٧٠             ()()()(
____

twdtXcty T +=  

 ورودي و w(t)و ) حالت نسبت به زمانمشتق بردار  &tX)(  (بردار حالتtX)(در دستگاه فوق 

y(t) پاسخ يا خروجي شبكه مي باشد.  

تبديل لاپلاس بگيريم با استفاده از خاصيت خطي و ) ٦- ٦٩(در صورتي آه از طرفين رابطه 

  :مشتق تبديل لاپلاس داريم

) ٦-٧١             ()(
__

)(
____

)0(
___

)(
__

sWbsXAXsXs +=−  

)(
_

sX تبديل لاپلاس بردار حالتx(t)است با مرتب آردن معادله اخير داريم :  
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  .باشد  ميیکه ماتريس Iبطوریکه
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_____
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  .نيز بصورت زير محاسبه خواهد شد) ٦- ٧٠(تبديل لاپلاس رابطه 

) ٦-٧٤                   ()()()(
___

sdWsXcsY T +=  

  .آيد  بدست مي بصورت زیرتبديل لاپلاس آامل)٦-٧٤ (در) ٦- ٧٣ (بطهبا قراردادن را
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                    تابعی از شرایط اوليه):١        (    تابعی از ورودی):٢(                                                    

  :کهشود بنابراين باز هم واقعيت زير مشاهده مي

تبديل لاپلاس ) = ( تبديل لاپلاس پاسخ ورودي صفر) +( تبديل لاپلاس پاسخ حالت صفر (

  )  آاملپاسخ

  

   محاسبه تابع شبكه بكمك معادلات حالت)٦-٥- ١
را برابر با صفر قرار X)0(اوليه شرايط )٦- ٧٥( معادله درتوان   ميH(s)براي محاسبه تابع شبكه 

  :  در این صورت داریمداد و پاسخ حالت صفر را محاسبه نمود
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  :شبکه برابر است با   تابع بنابراین
) ٦-٧٧                    (dbAIsCsH

T
+−=

−1
)()(  

   

 صفر و يمحاسبه پاسخ ورود) ٦-٥- ٢
tAeل لاپلاسي بکمک تبد  

   .مي باشد) ٦- ٧٨( صفر بصورت ي ورودبازاء م که معادله حالت ي داني م
) ٦-٧٨                     (      )()( tXAtX =& 

  .پاسخ ورودي صفر معادله ديفرانسيل برداري فوق بصورت زير محاسبه مي شود
)٦- ٧٩(                    0,)( ≥= tXetX tA

o   0(   بطوریکه(XX =o  

   . استفاده کردريل لاپلاس بصورت زي توان از روش تبديمtAe محاسبه يبرا

 : با استفاده از خاصيت مشتق تبدیل لاپلاس داریمميريل لاپلاس بگيتبد) ٦-٧٨(اگر از معادله 
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 :  صفر را خواهد داديپاسخ ورود) ٦- ٨٠(ل لاپلاس معکوس رابطه يتبد

  
)٦- ٨١(                [ ] [ ] 0

111 .)()()( XAIsLsXLtX −−− −==  

  :م که يابي يدر م) ٦- ٧٩(با ) ٦- ٨١(سه رابطه ي مقابا
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  :ر داده شده استي بصورت زLTIک شبکه ي معادلات حالت :مثال 
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   . را محاسبه کنيد صفر شبکهيز پاسخ ورودي و نپاسخ ضربه

  . گرددير محاسبه مي بصورت ز بحث قبل ) ٦- ٧٧( رابطه  با توجه به تابع شبکه:حل
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 : و بردار حالت برابر با
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ست با  يه و تحليل گره و مش و حلقه وآاتنكاتي چند در مورد نوشتن معادلات تجز) ٦-٦

  :استفاده از تبديل لاپلاس

نكات زير در محاسبه پاسخ آامل با استفاده از تبديل لاپلاس بكمك هر آدام از روشهاي تجزيه 

 در صورتي آه محاسبه پاسخ حالت صفر مورد نظر باشد آافيست شرايط می رودو تحليل بكار 

  .اوليه را صفر قرار دهيم 

  

 sمدار معادل سلف در حوزه  )١
 :  بصورت زیر می باشد(s) در حوزه لاپلاس Li)0(رابطه ولتاژ یا جریان یک سلف با مقدار اوليه 

)٦- ٨٩                ())0()(()()()(
−

−=⇒= LLL
L

L issILsV
dt

tdiLtv  

                                         
−

−= )0()( LL LisILs  

  . زیر برای سلف بدست می آید را برای sدر حوزه بطه فوق مدار معادل تونن با توجه به را

 

  
    براي تجزيه  و تحليل حلقه و مشSمدار معادل سلف در حوزه ) ٦- ٥(شکل 

  

   :مدار معادل سلف را بصورت زیر بيان نمودمی توان با تبدیل مدار معادل نورتن 

      

  
  ي تجزيه و تحليل گره و آات ست براSمدار معادل سلف در حوزه ) ٦- ٦(شکل 

 
   : sمدار معادل خازن در حوزه )٢

  . بصورت زیر می باشد(s)  در حوزه لاپلاس  cv)0(رابطه ولتاژ یا جریان یک خازن با مقدار اوليه 

) ٦-٩٠               ()0()(
)(

)(
−

−=⇒= cCC
c

c vcscsVI
dt

tdv
Cti  

  : برای خازن بدست می آیدبا توجه به رابطه فوق مدار معادل نورتن زیر
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   براي تجزيه و تحليل گره و آات ستSمدار معادل يك خازن در حوزه )   ٦- ٧(شکل 

  : بصورت زیر بيان نمودs در حوزه  خازن را توننمی توان با تبدیل مدار معادل تونن مدار معادل

  

  
   براي تجزيه و تحليل مش و حلقهSمدار معادل يك خازن حوزه ) ٦-٨(شکل

2)(در شبکه زیر جریان : ثالم ti را به کمک تجزیه و تحليل مش و با استفاده از حوزه  s  

 .بدست آورید

  
  )٦- ٩(شکل 
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Vv
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     :بصورت زیر در می آید s در حوزه  فوق با توجه به نکات ذکر شده شبکه:حل

  

 
  )٦- ١٠( شکل

  
گاه معادلات لازم برای محاسبه پاسخ مورد نظر بصورت زیر با کمک روش نظری مش دست 

 :حاصل می شود
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معکوس حال تبدیل لاپلاس مورد نظر  را به کمک روش گرامر محاسبه و با کمک تبدیل لاپلاس 
2)(پاسخ  tiبدست می آید . 


