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  )2(هاي ریاضی عمومی  مجموعه آزمون
  

uاگر  - 1 v
r r  وw u w v  

r r r r گیري نادرست است؟  باشد، کدام نتیجه  )MBA - 87(  

1 (w
r  عمود.u v

r r.    2 (w
r  موازيu v

r r  

3 (u
r  وv

r  وw
r  4  موازي یک صفحه (w (u v)  

r r r o  

ترین مقدار ویژه ماتریس  امتداد ویژه نظیر کوچک -2
1 1
1 2 1
2 2 3

A

          

o
  )MBA - 88(  موازي کدام بردار است؟ 

1 (1 1, ,( ) o  2 (1 1, ,( )o  3 (1 1, ,( ) o  4 (1 1, ,( )o  

بردارهاي  bو  aبه ازاي چه مقادیر  - 3
1
1
1

         

و  
1

1

          

o  بردارهاي ویژه ماتریس
1 1 1

1
1 1 1
a b

         

  )88 - عمران(  باشد؟ می 

1 (1b   1وa     2 (1b   1وa   

3 (1b   1وa     4 (1b    1وa   

2نقاط  - 4 1 1, ,A( )  1و 1 1, ,B( 2و  ( 1 1, ,C( ) راستا با نیسماز  اند، برداري هم مفروضABC 86 - ریاضی(کدام است؟(  

1 (1 2 1 1
5

, ,( )  2 (2
1 1 2
5

, ,( )  3 (1 2 2 2
5

, ,( )   4 (1 2 2 2
5

, ,( )  

اگر  -5
2 1 1

3
1 2 1

A

           

o o2تریس ، ما 36 12A A A  86- ژئوفیزیک(  برابر کدام است؟(  

  6I  3 (8I  4 (9I) 2  ماتریس صفر) 1

vاگر طول بردار  - 6
r  یک باشد، بردارv (v (v u))  

r r r r 87 - آمار(  دام است؟ک(  

1 (v u 
r r    2 ((v u)v

r r r  

3 ((v u)u
r r r    4 ((u v)(v u) 

r r r r  
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3Aاگر دو بردار  - 7  3Bو  ¡  Mستون ماتریس  غیرصفر بوده و در یک راستا نباشند و دو ¡ [AB]  از این

tهاي زیر در مورد  گاه کدام یک از گزاره دو بردار تشکیل شده باشند، آن tx M Mx ،1 2

2

x
x

x

      
   .صحیح است ¡

  )86 - مکانیک(

xعبارت مذکور مثبت است به ازاي هر ) 1  o  

xبه ازاي بردارهاي ) 2  o تواند داشته باشد هر علامتی را می.  

xتواند باشد به ازاي برخی  عبارت مذکور صفر هم می) 3  o   

xتواند باشد به ازاي برخی  عبارت مذکور منفی هم می) 4  o  

رتبه ماتریس  -8
3 2 5 7 12
1 1 2 3 5
3 3 6 9 15

 
 
 
 
 
  

  )MBA - 87(  کدام است؟ 

  3) 4  2) 3  1) 2  صفر) 1

3دستگاه  aبه ازاي چه مقادیري از  -9 2
6 4 5

x y az

x y z

x y z

         

o
o
o

  )85 - صنایع(  نهایت جواب دارد؟ بی 

1 (1a   2 (a  o  3 (1a   4 (2a   

,1اي که از دو نقطه  صفحه - 10 ,( )o o  1و, ,( )o o  2بگذرد و بر صفحه به معادلهx y z    عمود باشد، از کدام

  )85 - ژئوفیزیک(  گذرد؟ نقطه به مختصات زیر می

1 (1 1 2, ,( )  2 (1 1 1, ,( )  3 (2 2 1, ,( )  4 (1 1 1, ,( )  

1از تساوي ماتریسی  -11 2 1
3 7 1

a b

c d

     
          
          

o
o

aمقدار   b 82 - آبیاري(  کدام است؟(  

1 (3 -  2 (1 -  3 (4  4 (5  

اگر  -12

2 3
1 1

5
1

3

M

 
 
  
   
 
 
 
  

o o o
o o o

o o o o
o o o o
o o o o

detفرض شود،   M 79 -نساجی(  :برابر است با(  

1 (75  2 (30  3 (15 -  4 (o  
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2بردارهاي  -13 3A i j k  
r

2Bو   i j k  
r

3Cو   i j 
r

را طوري پیدا  tمفروض هستند، مقدار  

Aکنید که بردار  tB
r r

Cبر بردار  
r

  )82آزاد  - سیستم(  .عمود باشد 

1 (5t    2 (5t   3 (1t   4 (1t   

,مساحت مثلثی که رئوس آن در نقاط  -14 ,A( )o o o  1و 2, ,B( )o  2و 2, ,C( ) o قرار دارند، مساوي است با:   

  )80 - معماري کشتی(  

1 (3  2 (5
6

  3 (6  4 (5
3

  

1اي که از  معادله صفحه - 15 4 4
3 2 2

x y z  
 


1بگذرد و موازي   1 2

2 4 1
x y z  

 


باشد، عبارت  

  )72 - صنایع(  :است از

1 (6 7 6 98x y z    2 (6 7 16 9x y z    

3 (6 7 16 98x y z    4 (6 7 6 9x y z    

فرض کنید  -16
1 2

1 1
1

A

          

o
o
o o

  )81 - ریاضی(  :برابر است با 1Aاي مشخصه  ، در این صورت چندجمله

1 (3 2 1x x   2 (3 22 1x x   3 (3 22 1x x   4 (3 22 1x x   

6xاي که از فصل مشترك دو صفحه  معادله صفحه -17 y z    2و 3 4 5x y z    o  1و نقطه 1 1, ,p( ) 

  )79 - ریاضی(  :گذرد عبارت است از می

1 (2 23 26 69x y z   o o  2 (2 23 26 69x y z   o o  

3 (2 23 26 69x y z   o o  4 (2 23 26 69x y z   o o  

,1اي به رئوس  القاعده حجم مثلث - 18 ,A( )o o  2و 3 5, ,B( 6و  ( 2 3, ,C( 3و  ( 7 2, ,D(    را حساب کنید؟ (

  )80آزاد  - ژئوفیزیک(  

1 (30  2 (10  3 (20  4 (40  

31اندازه انحناي مارپیچ  - 19
3z t  21و

2y t  وx t 1  در نقطه 11 2 3, ,A(   )88 - ریاضی(  کدام است؟ (
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1 (2
9

  2 (2
3

  3 (1
3

  4 (2  

2zمعادله صفحه عمود بر منحنی  - 20 cos t  وy sin t  وx sin t  2در 2
2 2, ,P( )o کدام است؟ 

  )85 - صنایع(  

1 (2 2 4 2x y z    2 (2 2 4 2x y z    

3 (2 2 4 2x y z     4 (2 2 4 2x y z     

  )87 - صنایع(  است؟کدام معادله معرف یک رویه دوار  -21

1 (22z y y     2 (
3 2

14 5
x y
   

3 (2 3 22x x y y    o  4 (2 2 2 2 22z (x y ) x y     

31انحناي منحنی  - 22
6y x  1در نقطهx  86 - صنایع(  کدام است؟(  

1 (5
8  2 (8  3 (8

5 5
  4 (5 5

8  

N(t)بردار یکّه قائم اصلی یعنی  -23
r

R(t)براي مارپیچ   (cos t)i (sin t) j tk  
r rr r

  )86 - مکانیک(  کدام است؟ 

1 (( cos t)i (sin t)j   2 (( cos t)i ( sin t)j    

3 ((cos t)i ( sin t)j   4 ((cos t)i (sin t)j  

1انحناي منحنی  -24
2z t  2و 3y sin t  2و 3x cos t .  )88 - ژئوفیزیک(  

ها صعودي و  روي بعضی بازه) 4  .ثابت است) 3  .صعودي است) 2  .نزولی است) 1

  .وي بعضی نزولی استر

2هاي میدان برداري  منحنی - 25 22F xzi x zj x k    که در هر نقطه, ,(x y z)  بر بردار میدان آن نقطه مماس

  )87 - مکانیک(  اند؟ است، داراي کدام معادلات

1 (
2

1
2 2

2

y x c

y z c

    
    2 (

2 2
1

2
2

y x c

y z c
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3 (
2

1
2

2

y x c

y z c

    
    4 (

2 2
1

2 2
2

y x c

y z c

    
  

اگر  -26
3

224
3, ,r(t) t t t

     
tاز  c، طول منحنی bباشد، به ازاي چه مقدار مثبت  cنمایش پارامتري منحنی    o 

tتا  b  82 - عمران(  واحد است؟ 30برابر(  

1 (3b   2 (4b   3 (5b   4 (6b   

منحنی  -27
2 2 2 4

2
x y z

x y z

       o
  )79 - معماري کشتی(  : 

1در هر نقطه داراي انحناي ثابت ) 1
  .است 1ثابت  در هر نقطه داراي انحناي) 2  .است 2

  .داراي انحناي ثابت صفر است) 4  .است 2در هر نقطه داراي انحناي ثابت  ) 3

4محل تقاطع خط  - 28 3 2
6 3 4

x y z  
 


با رویه  

2 2 2
136 81 9

x y z
   79 -نساجی(  :عبارتند از(  

1 (4 3 2, ,( )  2و 6 2, ,( )  

2 (6 3 4, ,( )  4و 3 2, ,( )  

3 (2 6 2, ,( )  6و 3 4, ,( )  

4 (2 6 2, ,( )   4و 1 1, ,( )  

انحناي بیضی به معادله  - 29
2 2

19 4
x y
   3در نقطه,( )o 80 -اي هسته(  کدام است؟(  

1 (2
9  2 (3

16  3 (4
9  4 (3

4  

زاویه بین بردار سرعت و شتاب باشد، در  اي به شکل زیر باشد با فرض این که  اگر بردار سرعت حرکت ذره - 30

tلحظه   o  کدام مورد درست است؟t t tv(t) e i (e sin t) j (e cos t)k  
rr r

  )82 - فرآوري(  

1 (6


   2 (3


   3 (2
3

cos    4 (1
3

cos    

2نمایش هندسی معادله  -31 24 2 1x y y    o 82 - صنایع(  کدام است؟(  

  دو خط راست) 4  یک نقطه) 3  هذلولی) 2  بیضی) 1
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2اگر  -32 3
, ,f(t) (t t t )  1و 1, ,g(t) ( t) مقدار ،d

(f g)(t)
dt

  درt  o 75 - ریاضی(  ست؟کدام بردار ا(  

1 (j k  2( K    3 (i j  4 (i j k   

),کدام تابع در نقطه  -33 )o o اي در آن نقطه  به تابع پیوسته) در صورت لزوم(تواند با تعریف مجدد  می

  )86 - صنایع(  دیل شود؟تب

1 (2 2
2xy

x y
  2 (

2

2 2
x

x y
  3 (

2

4 2
x y

x y
  4 (

2 2

2 2
sin(x y )

x y




  

براي تابع  -34
2

, ,
,

, ,

sin (x y)
(x y) ( )

x yf(x y)

(x y) ( )

     

o o

o o o
,مقدار  

f
( )

x



o o 88 - ژئوفیزیک(  چقدر است؟(  

1 (1  2 (o  3 (1  4 (موجود نیست.  

,نقطه  Tدماي  -35 ,(x y z)  در یک گوي فلزي از رابطه
2 2 2

, ,
k

T(x y z)
x y z


 

در  T. آید به دست می 

1نقطه  2 2, ,( 2نرخ تغییر دما در نقطه . است 120برابر  ( 1 2, ,P( )  و در جهتPQ
uuur

 ،3 2 2, ,Q( ) کدام است؟ 

  )88 - صنایع(  

1 (40  2 (2 2 o  3 (4 3o  4 (4 2
3

o  

1فرض کنید در یک همسایگی از نقطه  - 36 1, ,(x y) ( )  توابع,z z(x y)  وw(x) هاي  در معادله

2 2 22x y z zw    o  2و 2 22 8x y z zw     o  ،صدق کنندz
x



wو  
x



در نقطه مذکور  

  )85 - صنایع(  اند؟ کدام

1 (1  2و  2 (1  2و  3 (1  6وm  4 (1  2و  

اگر  - 37
2x xy

u Arctg
x y





uل باشد، حاص  u
x y

x y
 


 
  )87 - صنایع(  کدام است؟ 

1 (1 22 sin u    2 (1 22 sin u  

3 (1
2 cos u    4 (1 22 tg u  

,اعداد ثابت باشند، ماکزیمم تابع  bو  aاگر  - 38
x y

f(x y)
a b

   2) یدق(با شرط 2 1x y  برابر با چیست؟ 
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  )85 - عمران(  

1 (
2 2a b
ab
  2 (

2 22 a b
ab
  3 (

2 2a b
ab
  4 (

2 2

2
a b

ab
  

4کدام حکم در مورد صفحات مماس بر سطح  -39 33z x xy  1ط که در نقا 1, ,M ( )o o  2و 1, ,M ( )o o  رسم

  )88 - ژئوفیزیک(  شوند برقرار است؟ می

  . دو صفحه موازیند) 2  .دو صفحه بر هم عمودند) 1

  .سازند درجه می 30دو صفحه با هم زاویه ) 4  .اند دو صفحه بر هم منطبق) 3

3با ضابطه  fتابع  - 40 2 2 1,f(x y) x x y y     1در نقطه 1,( ) در امتداد کدام بردار نزولی است؟   

  )85 - مکانیک(  

1 (i j 
r r

  2 (i j
r r

  3 (2 i j 
r r

  4 (4 i j
r r

  

uاگر  -41 x y z    2و 2 2v x y z    2وw u v   باشد، حاصل
, ,

, ,

(u v w)

(x y z)




 کدام است؟ 

  )MBA - 88(  

) xyz  4) 3  1) 2  صفر) 1

(x y)(y z)(z x)    

2نیمم مطلق تابع  ماکسیمم و می -42 2
,f(x y) x y   2در ناحیه 2 4x y  87 - صنایع(  کدام است؟(  

1 (4, o  2 (2 2,  3 (4,o  4 (4 4,  

w,با فرض  -43 f(x y)  که در آنx u v   وy u v   ،است
2w

u v

 

مشتقات جزئی (برابر چیست؟  

  )87 - عمران(  ) باشند دوم پیوسته می

1 (
2 2

2 2
w w

x y

 


 
    2 (

2 2

2 22w w w
xx y

  
 

 
  

3 (
2 2

2 2
w w

x y

 


 
    4 (

2 2

2 22w w w
xx y

  
 

 
  

3عدد با کمک دیفرانسیل مقدار تقریبی  -44 32 1 /( / ) oo  2چقدر است؟ 7(Ln / ); o  )87 - ژئوفیزیک(  

1 (8 284/  2 (8 288/  3 (8 291/  4 (8 293/  
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2اگر  - 45 2 2

,f(x y) Ln x y z    وn
r  2بردار قائم بر نیمکره 216z x y    باشد، مشتق سویی تابع

f  در امتداد بردارn )(  چقدر است؟) و یک نقطه دلخواه روي کرهMBA - 87(  

1 (1
2  2 (1

4  3 (2  4 (4  

2استوانه  فصل مشترك (C)صفحه قائم بر منحنی  -46 2 5x y   و رویهz xy  2در نقطه 1 2, ,( )  محور ،

xکند؟  ها را با کدام طول قطع می  )MBA - 86(  

1 (5  2 (3  3 (4 -  4 (6-  

حاصل  -47
2

1 1

2 2
1(x, y) ( , )

x y y x
lim

x

  


  )85 - ژئوفیزیک(  کدام است؟ 

  رصف) 4  1) 3  2) 2  4) 1

3طول نقطه ماکسیمم تابع  - 48 3 1263 y) xyz x y (x    کدام است؟  )MBA - 87(  

1 (7 -  2 (3 -  3 (3  4 (7  

f(x,پذیر  مشتق سویی تابع دیفرانسیل -49 y)  1در نقطه 2,( 2و در جهتی به طرف نقطه  ( 2,( و در نقطه  2برابر  (

1 2,( 1و در جهتی به طرف  ( 1,( 1در نقطه  fمشتق سویی . است 2برابر  ( 2,( 4و در جهتی به طرف  ( 6,( برابر است  (

  )85 - ریاضی(  : با

1 (14
15  2 (12

15  3 (12
5  4 (14

5  

rبراي میدان مرکزي  -50
a f(r)

r


rr  2که در آن 2 2r x y z    است، مقدارdiva
r برابر کدام است؟   

  )87 - ژئوفیزیک(  

1( 1
f(r) f (r)

r
  2 (2

f(r) f (r)
r
  3 (2

f(r) f (r)
r

  4 (1
f(r) f (r)

r
  

e),1در نقطه  - 51 yدر چه سویی تابع  (
,f(x y) x 85 - آمار(  ترین افزایش را دارد؟ بیش(  

1 (1,( e )  2 (1,( e)  3 (1,(e )  4 (1,(e )  

در تابع دو متغیري   - 52
4 4x y

z Ln
x y





zحاصل   z
x y

x y
 


 
  )MBA - 88(  کدام است؟ 

1 (3z  2 (3z  3 (3  4 (صفر  
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2معادله خط مماس بر منحنی فصل مشترك دو رویه  -53 2 22 3 6x y z    1وxyz   1در نقطه 1 1, ,( کدام  (

  )87 - مکانیک(  است؟

1 (2 3
y z

y x

   
    2 (2 3

x z

y x

   
  

3 (2 3
x z

y x

   
    4 (2 3

y z

y x

   
  

1فرض کنید دستگاه  - 54 1 2 3 4, , ,f (x x x x ) o  3و 1 2 3 4, , ,f (x x x x ) o  1نسبت به متغیرهايx  2وx  قابل حل

3باشد و  1 2
5 1 1 4

i

j

f

x

                 

o
1مقدار  

3

x

x




  )85 - صنایع(  کدام است؟ 

1 (1  2 (1
2
  3 (1

2
  4 (1  

2xدر تابع دو متغیري  -55 y
z

xy


  دیفرانسیل مرتبه دومz  1در نقطه 2,( dxبه صورت  (
[dx dy][A]

dy

 
 
 
  

نشان  

  )MBA - 88(  کدام است؟ Aدترمینان ماتریس متقارن . داده شده است

1 (1 -  2 (2 -  3 (1  4 (2  

4اگر  -56 4
, ,

,

, ,

xy
(x y) ( )

f(x y) x y
(x y) ( )

    

o o

o o o
  )86 - ریاضی(در مبدأ در کدام جهت موجود است؟ fمشتق سویی  

1 (i
r

  2 (2 2
2 2i j

r r
  3 (2 2

2 2i j
r r

  4 (3 1
2 2i j

r r
  

2zاگر  -57 y tgx  2وx t uv  2وz
, y u tv

t


 


vبه ازاي    o  1وu   2وt  88 - صنایع(کدام است؟

1 (o  2 (1  3 (2  4 (1
2  

2در کدام مجموعه تابع  -58 22 2, , , ,F(x y z) ( xy y x y z xy y)     88 - صنایع(  معکوس دارد؟(  

1 ( , , ,(x y z) : x y z  o o 2 ( , , , ,(x y z) : x y z  o o o  

3 ( , , , ,(x y z) : x y z  o o o 4 ( , , , ,(x y z) : x y z  o o o  
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تابع  - 59
2 2

2 2 2 , ,
,

, ,

y(x y )
(x y) ( )

f(x y) y (x y )
(x y) ( )

     

o o

o o o
  )88 - صنایع(  کند؟ در کدام گزاره صدق می 

),در نقطه ) 1 )o o حد ندارد.  

2 (2, ,
f f
( ) ( )

y x
 

 
 

o o o o  

1در مسیرهاي مستقیم منتهی به  fحد ) 3
2 , ,( )o o است  .  

),اي شکل که به  در مسیري دایره fحد ) 4 )o o شود صفر است منتهی می.  

واحد مکعب مورد نیاز است، ارتفاع حوض چند واحد طول انتخاب  256حوضی به شکل معکب مستطیل یا حجم  - 60

  )MBA - 87(  نیمم شود؟ بندي آن می شود تا هزینه عایق

1 (2  2 (4  3 (6  4 (8  

,اگر  -61 ,f(x y z) xy yz xz    وw i j k  
rr rr  2وv i j 

r rr ،
v w

D (D f)r r کدام است؟   

  )88 - ژئوفیزیک(  

1 (1
15

  2 (2
15

  3 (3
15

  4 (4
15

  

uvاگر  -62 y z , u x y z      وuvw zگاه  ، آن
, ,

, ,

(x y z)

(u v w)




  )MBA - 87(  کدام است؟ 

1 (u
v

  2 (2uv  3 (2uv  4 (2u v  

تابع  - 63
2

2 4 , ,
,

, ,

xy
(x y) ( )

f(x y) x y
(x y) ( )

    

o o

o o o
  )85 - ریاضی(است؟ درست مفروض است، کدام یک از موارد زیر 

1 ( Fدر مبدأ پیوسته است.  

2 (F پذیر است در مبدأ دیفرانسیل.  

  . در مبدأ در هر جهت وجود دارد fمشتق سویی ) 3

  .ها وجود داردxدر مبدأ فقط در جهت محور  fمشتق سویی ) 4
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اگر  -64
x

,D f(x y)  بیانگر مشتق جزئی تابع,f(x y)  نسبت بهx 88 - آمار(  :باشد و داشته باشیم(  

  
2 2

4 4 , ,
,

, ,

x y
(x y) ( )

f(x y) x y
(x y) ( )

    

o o

o o o
  

f(x,پیوستگی   y)  و
x

,D f(x y)  در,( )o o چگونه است؟    

1 (,f(x y)  پیوسته و
x

,D f(x y) ناپیوسته  

2 (,f(x y)  ناپیوسته و
x

,D f(x y) پیوسته  

  هر دو ناپیوسته) 3

  هر دو پیوسته) 4

گر ا. است bو  aو محدود به دو دایره به شعاع  xoyي  در شکل مقابل بخشی از صفحه Dناحیه  -65

,(x y) x y    دار باشد، جرم کل ناحیه کدام است؟ هر نقطه از ناحیه جرم) جرم مخصوص(چگالی   

  )86 - ریاضی(  

1 (2 23
2 (b a )    

2 (3 32(b a )  

3 (3 33
4 (a b )    

4 (3 2 3 21
6 (a a b b )    

66 - 
2

4
D

x
dA

y  که در آنD 2هاي  ناحیه محدود به هذلولیxy   4وxy  2هاي  و سهمیy x  و

2 3y x 87 - صنایع(  است، کدام است؟(  

1 (2
3

  2 (4
9

  3 (8
27

  4 (1
3 o

  

2و بین سهموي  xyحجم محصور بالاي صفحه  - 67 2z x y  2اي به معادله  و استوانه 2 2x y a   برابر است

  )85 - مکانیک(  :با
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1 (2

4 a
  2 (4

2 a
  3 (2

3 a
  4 (33

2 a
  

مقدار  -68
2 2 2 2 2

2 2 2a a z a z y

x y z dx dy dz
  

   o o o
  )86 - صنایع(  کدام است؟ 

1 (
2
a  2 (

2

4
a  3 (

3

4
a  4 (

4

8
a  

مقدار انتگرال  -69
1

1 22 1
sin y

cos x cos x dx dy




 o
  )88 - ریاضی(  کدام است؟ 

1 (2 1    2 (2 2 1
3
  

3 (2 1    4 (4 2 1
3
  

a)برابر  aکره به شعاع  چگالی هر نقطه در داخل نیم -70 )   است که در آن فاصله آن نقطه تا مرکز کره است .

  )MBA - 87(  کره چقدر است؟  جرم این نیم

1 (3

6 a
  2 (2

12 a
  3 (4

6 a
  4 (4

12 a
  

2دود به سطح فضایی به معادله حجم مح -71 2 9x y   4و صفحه به معادلهx z   و صفحهxoy کدام است؟   

  )85 - ژئوفیزیک(

1 (32  2 (34  3 (36  4 (38  

مقدار انتگرال  -72
2

11 2 2 2
x

x
(x y ) dydx


 o

  )85 - عمران(  برابر با چیست؟ 

1 (2 1  2 (2 2 1  3 (2 1  4 (2 2 2  

2xناحیه با رابطه  Dمیدان  - 73 y   وdA  عنصر مساحت در صفحهxoy  ،استx y

D

e dA کدام است؟   

  )86 - ژئوفیزیک(  

1 (4 2sinh  2 (4 2cosh  3 (8 2sinh  4 (8 2cosh  

  )86 - ریاضی(  عویض ترتیب، با کدام انتگرال مکرر برابر است؟انتگرال دوگانه زیر پس از ت -74

  
21 2 1

2 2 2
1
2

x y x x

x y x y
, ,I f(x y)dydx f(x y)dy dx

  

   
    o o o

  

1 (
21 1 2y

y x y
,I f(x y)dx dy



 
  o   2 (

21 1
2

y

y x y
,I f(x y)dx dy



 
  o  
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3 (
21 1 y

y x y
,I f(x y)dx dy



 
  o  4 (

21 1
2 2 y

y x y
,I f(x y)dx dy



 
  o  

26yمختصات مرکز ثقل سطح همگن محدود به منحنی  -75 x x   و محورxها کدام است؟  )MBA - 87(  

1 (2 4,( )
    2 (42,( )


  

3 (3 4,( )
    4 (43,( )


  

2مقدار انتگرال  - 76 2

R

(x y )dx dydz  که در آنR  2ناحیه داخل کره 2 2 24x y z a    و خارج

2استوانه  2 2x y a  88 - عمران(  باشد، کدام مورد است؟ می(  

1 (511 35 a  2 (544 315 a  3 (544 35 a  4 (522 35 a  

2ود به کره حجم محد - 77 2 2 5x y z   2گون  از بالا و سهمی 2 4x y z  85 - عمران(:از پایین برابر است با(  

1 (2
3     2 (2 5 5 43 ( )   

3 (2 53     4 (2 5 43 ( )   

حاصل  -78
D

zx dx dy dz  وقتیD  ناحیه بین صفحاتی به معادلهx  o  وy  o  4وz   و پارابولوئید

2) سهموي( 2z x y   و,x y  o 85 - ژئوفیزیک(  باشد، کدام است؟(  

1 (96
15  2 (116

15  3 (128
15  4 (158

15  

1xناحیه محصور به خط  Dاگر  -79 y   و دو محور مختصات باشد، مقدارy
tg( )dx dy

x y  کدام

  )88 - آمار(  است؟

1( 1
2  2 (1

2  3 (1 12 Ln cos
  4 (1 12 Ln cos  

2فاصله مرکز ثقل جسم همگن محدود به رویه  -80 2z x y   4و صفحهz   از صفحهxoy چقدر است؟ 

  )MBA - 86(  
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1 (11
4  2 (8

3  3 (7
3  4 (5

2  

مقدار انتگرال  - 81
2 2 2 2

2
x y z a

( x sin z)dx dy dz
  

  86 - عمران(  برابر با چیست؟(  

1 (3a  2 (32 a  3 (34
3 a  4 (38

3 a  

2هاي  حجم جسمی که در ناحیه اول از هشت ناحیه فضا قرار گرفته و به رویه - 82 2 4x y   2و 2 2z x y  

  )87 - آمار(  محدود است، کدام است؟

1 (2
  2 (2

3
  3 (3

2
  4 (4

3
  

2اگر  - 83

1

x
tf(x) e dt   ،1باشد

f(x)dxo
  )MBA - 85(  کدام است؟ 

1 (1 e  2 (1 e  3 (1 12 ( e)  4 (1 12 ( e)  

مقدار انتگرال  - 84
2 22 4

4
yx xe

dy dx
y



 o o
    )87 -عمران: (برابر است با 

1 (41 12 (e )  2 (81 14 ( e )  3 (81 12 ( e )  4 (( e )−81 14   

1xبه صفحات مختصات و صفحه به معادله  ناحیه بسته محدود Sاگر  -85 y z    باشد، مقدار
2

S

z dx dy dz 85 - آمار(  کدام است؟(  

1 (1
3 o

  2 (1
25  3 (1

6 o
  4 (1

2 o
  

2به رویه  حجم محدود -86 2
1

1
z

x y


 
zو صفحه    o  2که در داخل استوانه 2 1x y  گیرد،  قرار می

  )MBA - 88(  کدام است؟

1 (  2 (22 Ln
  3 (2Ln  4 (22 Ln


  

1خطی از نقطه  پاره Cهرگاه   -87 1, ,( )o  1تا 2 1, ,( گاه  بوده، آن (
C
ydx zdy xdz  88 -عمران(  :برابر است با(  

1 (1
4  2 (3  3 (2

3  4 (1
2  
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2yقسمتی از سهمی  Cاگر  -88 x  2از مبدأ تا نقطه 4,A( به مبدأ باشد، حاصل انتگرال  Aخط  و پاره (

2 4
C

ydx xdyÑ 85 - مکانیک(  :برابر است با(  

1 (8
3
  2 (4

3
  3 (4

3  4 (8
3  

2مساحت قسمتی از کره  - 89 2 2 9x y z    2که داخل استونه به معادله 2 3x y y  گیرد، کدام  قرار می

  )MBA - 87(  است؟

1 (9 1( )  2 (9 2( )  3 (12 1( )  4 (18 2( )  

2داراي مشتق مرتبه دوم بوده و  (x)اگر تابع  - 90 2 2u (x y z )   گاه  ، آن(t)  را طوري تعیین کنید که

div( u)  o  .  )85 - کانیکم(  

1 (
3
2t(t) ce


   وc    ثابت دلخواه ¡

2 (
3
2(t) ct   وc    ثابت دلخواه ¡

3 (
3
2t(t) ce   وc    ثابت دلخواه ¡

4 (
3

2(t) ct


   وc    ثابت دلخواه ¡

مقدار انتگرال  -91
S

I curl F n dS 
r  را که در آنS  2قسمتی از کره 2 22 8x y (z )     است که در

2است و  Sبردار یکّه قائم یکّه خارجی  nقرار دارد و  xyبالاي صفحه  3 yz xyz
, , , ,f(x y z) (y cos xz x e e )   برابر

  )86 - عمران(  ست؟با چی

1 (o  2 (3  3 (6  4 (12  

ناحیه  Dفرض کنید  - 92
2 2 2

2 2 2 1x y z

a b c
     3و 3 3 1F x i y j z k     

r rr r
باشند،  به طوري که  

2 2 2 1a b c       در این صورت اگر شار برونسوي میدانF
r

  )88 - ریاضی(  گاه باشد، آن برابر  Dاز مرز ناحیه  

abc: است داریم و  a ،b ،c  ،که مستقل از  kبه ازاي یک مقدار مناسب ) 1
k 


  

k: است داریم و  a ،b ،c  ،که مستقل از  kبه ازاي یک مقدار مناسب ) 2    
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k: است داریم و   ،که مستقل از  kناسب به ازاي یک مقدار م) 3    

kabc: است داریم  cو  a ،bکه مستقل از  kبه ازاي یک مقدار مناسب ) 4   

حاصل  -93
C
(x y z)dS   که در آنc  محل برخورد صفحهy x  2و کره 2 2 4x y z    در یک

2هشتم اول با جهت از نقطه  2, ,( )o  2به, ,( )o o 86 - ریاضی(  باشد، کدام است؟ می(  

1 (4 4 2  2 (4 2  3 (4 2 2  4 (2 2 2  

3ydxمقدار انتگرال خط  -94 xdy


  که در آن دایره  نیمx cos t  وy sin t  وt  o  کدام

  )87 - صنایع(  است؟

1 (o  2 (  3 (  4 (
2
  

3حاصل  - 95 2 3 2 22 3
C

xyz dx x z dy x yz dz Ñ  که در آنC  2فصل مشترك استوانه 2 4x y   به با صفحه

2xمعادله  z  o باشد، برابر کدام است؟  )MBA - 86(  

5) 2  صفر) 1
2
  3 (4  4 (8  

مساحت سطح فضایی  -96
3
22

3z x  1وقتی 2y   1وx o 85 - ژئوفیزیک(  کدام است؟(  

1 (3 2 2 12 ( )    2 (2 2 2 13 ( )  

3 (3 2 12 ( )    4 (2 2 13 ( )  

خط مطابق شکل زیر باشد،  و دو پاره 2و  1هاي  دایره به شعاع منحنی بسته متشکل از دو نیم Cفرض کنید  -97
3 3

C
I y dx x dy  88 - انیکمک(  کدام است؟(  

1 (45
4


  

2 (11   

3 (35
3


        

4 (12   
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مقدار  - 98
S

F n dS
r r  2که در آن 2 2

, , , ,F(x y z) (xz yx zy )  وS کره  سطح بسته محصور به نیم

2 2 2z a x y    و صفحهz  o  شار برونسوي (استF  رويS (برابر است با:  )87 - عمران(  

1 (52
3 a
  2 (52

5 a
  3 (32

3 a
  4 (32

5 a
  

,کار انجام شده توسط میدان نیروي  - 99 , , ,F(x y z) (x y z)  2روي مارپیچt


 o  و

R(t) (cos t)i (sin t) j tk  
rr r

  )86 - عمران(  برابر با چیست؟ 

1 (12

  2 (2 1  3 (1

2  4 (
2

8
  

2از مخروط  قسمتی Sاگر  - 100 2 2x y z   باشد که بین صفحاتx  o  1وx  2گاه  واقع است، آن

S

x ds 

  )85 - ریاضی(  :برابر است با

1 (2  2 (2
2
  3 (  4 (2  

rاگر  -101 x i yj zk  
rr rrگاه  ، آنr

div( )
r

r
  )MBA - 87(  کدام است؟ 

1 (2
1
r

  2 (2
2
r

  3 (2) 4  صفر
r

  

2Fوسط نیروي کار انجام شده ت -102 (x )i (x z) j (y z)k     
r rr r

به صورت اجتماع (بر مسیري  

,2از نقطه ) ها خط پاره ,A( )o o  3به, ,B( )o o  6و سپس به نقطه, ,C( )o o  و در ادامه به نقطهA  با استفاده از قضیه

  )MBA - 87(  کدام است؟ استوکس

1 (9  2 (15  3 (12  4 (21  

2حاصل  -103 2 2 1
S

(x y z)dx dy (xz y)dy dz (x y )dx dz      که در آنS کره به معادله  سطح نیم

2 24z x y    و صفحهz  o باشد، کدام است؟ می  )MBA - 88(  

1 (32
3
  2 (64

3
  3 (32

5
  4 (64

5
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xفرض کنید  -104 x

, ,F(x y z) (e cos y ayz)i (axz be sin y) j (cxy az)k     
r rr r

، به ازاي چه 

Fمقدار انتگرال  cو  a ،bمقادیري از  dR
r

  )87 - مکانیک(  مستقل از مسیر است؟ 

1 (1a c b     

2 (1a b c    

3 (1c   1وa b   

4 (1b   1وa c    

2مرکز جرم سیمی با چگالی  -105 1( y)   1دایره که در نقاط  و به شکل نیم,( )o  1و,( ) o  به محورx ها بسته

  )86 - صنایع(  صفحه بالایی قرار دارد، کدام است؟ شده است و در نیم

1 (1
2,( )o  2 (4

2 2,( )
( )



o  3 (4
2 2,( )
( )



o  4 (4
2 2,( )
( )



o  

2دار انتگرال مق - 106 2 2 2 3
C

I (x sin y y )dx (x y cos y x)dy   Ñ  که در آنC  مرز ذوزنقه به رئوس

2,( )o  1و 1,( )  1و 1,( ),2و  ( )o پیموده شده است، برابر با ) اعتهاي س خلاف عقربه(باشد و در جهت مثلثاتی  می

  )85 - عمران(  چیست؟

1 (5  2 (6  3 (8  4 (9  

2مساحت قسمتی از مخروط   - 107 2z x y  2هاي  که بین استوانه 2 1x y   2و 2 4x y   ،قرار دارد

  )MBA - 88(  برابر کدام یک از مقادیر است؟ 

1 (3 2  2 (2 2  3 (2  4 (4 2  

Fفرض کنید  - 108 axi byj czk  
r rr r

گون  رویه بیضی sو  
2 2 2

2 2 2 1x y z

a b c
    وn

r  بردار یکّه قائم بر

اي  رو به خارج باشد، مقدار انتگرال رویه sگون  بیضی
S

(F n)d 
r r  کدام است؟), ,a b c  o(  )86 - مکانیک(  

1 (2 2 2a b c  2 (2 2 24
3 a b c  3 (abc(a b c)    4 (4

3 abc(a b c)    
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21مقدار  -109
2

c

x(x y)dx ( x y)dy    که در آنC 225دایره  نیمy x   5از نقطه,( )o  تا نقطه

3 4,( ) 88 - ژئوفیزیک(  است، کدام است؟(  

1 (32  2 (63
2  3 (63

2  4 (32  

2نتگرال مقدار ا -110 2x y

c

(e yx )dx (xy e )dy    که در آنC   2دایره 2 2x y y   o باشد که یک  می

  )87 - عمران(  بار در جهت مثلثاتی پیموده شده است، برابر چیست؟

1 (4
  2 (2

  3 (6
  4 (3

2
  

Tاگر  - 111
r

1اي به شعاع  بردار یکّه مماس بر دایره 
2

باشد،  
C

,T dR
rr

Ñ 87 - ریاضی(  کدام است؟(  

1 (4
  2 (o  3 (  4 (2  

3بر روي مسیر با تابع برداري  pترین سرعت نقطه  بیش - 112 34 4r ( cos t)i ( sin t) j 
r rr کدام است؟    

1 (6  2 (4 3  3 (12  4 (4 2  

2ي  تابع با ضابطه - 113 2
1

2 1
, , ,

,

, , ,

(x )y
(x y) ( )

f(x y) x y x
a (x y) ( )

      

o o

o o
ي  در نقطه aام مقدار به ازاي کد 

1,( )o پیوسته است؟    

1 (1  2 (2  3 (1
  همواره ناپیوسته) 4  2

مشتق تابع  - 114
2

2 y
u x z

z
  3ي  در نقطه 2 1, ,( 2در امتداد بردار  ( 1 2, ,( ) کدام است؟    

1 (5  2 (5  3 (4  4 (3  

3صفحه مماس بر رویه  -115 1x y xyz   o o 1ي  در نقطه 2 1, ,( )  محورzکند؟ ها را با کدام ارتفاع قطع می    

1 (3
2  2 (3

2  3 (5
2  4 (5

2  
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xf(x)مقدار انحناء منحنی تابع  - 116 xe در مبدأ مختصات کدام است؟    

1 (1  2 (1
2

  3 (2
2

  4 (2  

2اگر  -117 2 2 22A x yi y zj xy z k  
rr r

ار ي برد اندازه 
2 2

2 2
A A

x y

 


 
2ي  در نقطه  1 2, ,( ) کدام است؟    

1 (8  2 (16  3 (8 5  4 (16 5  

2Fاگر  -118 yz i xzj xyk  
rr r

curlبردار   F 5ي  در نقطه 1 1, ,( ) کدام است؟    

1 (3 2i k
rr

  2 (3 2j k 
rr

  3 (2 3i j
r r

  4 (2 i j k 
rr r

  

2ي با ضابطهنقاط بحرانی تابع  - 119 3 23 3 4z x x y y    اند؟ چگونه    

  زینی -ماکسیمم )4  ماکسیمم - نیمم می) 3  زینی - نیمم می) 2  زینی - زینی) 1

اگر  -120
2

2 2 2
uv x xy

u v xy y

       

o
o

uباشند مقدار  yو  xتوابعی از دو مسیر مستقل  vو  uکه در آن  
x



به ازاي  

2x   5وy    3وu  کدام است؟    

1 (3  2 (3
2  3 (3  4 (3

2  

zحجم محدود به صفحه  - 121  o  2و استوانه 2 2x y a   2و رویه 2az a x  3، چند برابرa است؟    

1 (3
4  2 (3

2  3 (5
2  4 (5

4  

2حاصل  -122 2

D

x y dxdy  که در آنD 2هاي  ناحیه محدود به دو دایره به مرکزهاي مبدأ مختصات و شعاع 

    ، برابر کدام است؟واحد باشد 3و 

1 (22
3
  2 (32

3
  3 (38

3
  4 (28

3
  

2حاصل  - 123 2
C
y dx x dy  بر روي اضلاع مثلثی محصور به خطوطx  o  وy  o  1وx y   کدام

    است؟

1) 2  صفر) 1
2  3 (1

3  4 (2
3  
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Fاگر  - 124 yzi xzj xk  
rr r

Fحاصل   dR  در امتداد منحنی
2
3

y x

z x






xاز نقطه    o  1تاx  کدام است؟    

1 (3
2  2 (3

4  3 (5
4  4 (5

2  

مقدار  -125
1389

2 2 5(x, y) ( , )

x y
lim

(x y ) o o
    :برابر است با 

1 (o  2 (1  3 (2  4 (وجود ندارد.  

21مقدار  - 126 1

1

y
y

y x
e dydx



   برابر است با:    

1 (1
e

e
  2 (1e  3 (1

e
e

  4 (1e  

,ي  مکان هندسی نقاطی که از نقطه - 127 ,( c)o o ي  و صفحهz c  اند عبارت است از به یک فاصله:    

1 (2 2 2 22 2 2x y z c cz     2 (2 2 2 22 4x y z c cz     

3 (2 2 2x y cz      4 (2 2 4x y cz   

2ي  دایره با معادله Cفرض کنید  -128 21 25(x ) y   هاي ساعت در نظر  باشد که در خلاف جهت حرکت عقربه

2گرفته شده است، مقدار انتگرال  2 22 x cos x y x

C
( xye e )dx (e e x)dy   Ñ است، کدام است؟    

1 (o  2 (  3 (12  4 (25  

2مشتق جهتی  -129 5 5 5 32, ,f(x y z) x y sin(y )cos(y ) z   1ي  در نقطه 2, ,( ) o  در جهت بردار

1 1 1
3 3 3

, ,( )
   کدام است؟    

1 (311 3  2 (31 3 o  3 (38 3  4 (313 3  

2fبراي تابع  -130 : ¡ 2ي  با ضابطه ¡ 2
1
1,

x y x
f(x y)

x y x

       

o
o

p,ي  در نقطه  ( ) o o  کدام

    گزینه درست است؟

1 (1
y x

,f (p) f (p) o  2 (1
x y

,f (p) f (p) o  

3 (1
y x

,f (p) f (p) 1) 4  .وجود ندارد
x y

,f (p) f (p) وجود ندارد.  
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اگر  - 131

S

I F n d  
r r  که در آنS 2هاي  ي قائم محصور به رویه سطح جانبی استوانه 2 9x y   و

2z    2وz   2است و 2 2 2 2 2
, ,F(x y z) (y z x)i (x y y) j (x y z)k        

rr r
در این  

    کدام است؟ Iرت مقدار صو

1 (36  2 (54  3 (72  4 (1 8o  

r(t)بردار یک مماس تابع  - 132 (cos t t sin t)i (sin t t cos t) j   
r rr برحسب طول قوس برابر است با:    

1 (cos s i sin s j
r r

  2 (sin s i cos s j
r r

  

3 (2 2cos s i sin s j
r r

  4 (2 2sin s i cos s j
r r

  

,2فرض کنید  -133 ,F(x y z) (z y)i (x y) j (x y)k     
rr r

مقدار  
C
F dr
r r  کدام است هرگاهC 

ي  دایره
2 2 4

2
x y

z

   
x),ن بر صفحه باشد که تصویر آ  y) در جهت مثلثاتی در نظر گرفته شده است.    

1 (4  2 (6  3 (8  4 (12  

rاگر  -134 x i yj zk  
rr rr  وr 

r  باشد، با فرض موجود بودنdf
f ( )

d
  


)f، گرادیان  ) کدام است؟    

1 (f ( )
r

 


r  2 (2
f ( )

r
 


r   3 (f ( )r 
r  4 (f ( )r 

r  

xyترین انحناي منحنی  بیش - 135 e چقدر است؟    

1 (1
3 3

  2 (2
3 3

  3 (3
3  4 (2 3

3  

2سطح رویه  Sچنانچه  -136 22z x y    در بالاي صفحهxy باشد .
S

F nds
r r  چقدر است؟n

r  برداري

Fکه عمود بر سطح بوده و 
r

  .به صورت مقابل باشد 

  2 26 3 1 3, ,F(x y z) ( xy y)i ( y ) j ( x )k     
rr r

    

1 (2  2 (6  3 (12  4 (24  
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2xydxمقدار انتگرال  -137 x dyÑ  که در آنC 2هاي  منحنی بسته محدود به سهمیy x  2وy x  است

    :هاي ساعت پیموده شده است برابر است با که یک بار در جهت خلاف عقربه

1 (3
2 o

  2 (1
5  3 (3

5  4 (27
2 o

  

ي  به معادله Cمساحت ناحیه محصور به منحنی بسته  -138
3

2

3
t

r(t) t i ( t) j  
r r

3و   3t    کدام

    یک از موارد زیر است؟

1 (1 32
  2 (31 2  3 (31 2  4 (1 32 

  

xyمنحنی تابع ) انحناء(ماکزیمم خمیدگی  - 139 e کدام است؟    

1 (2
3

  2 (2
3

  3 (2
3 3

  4 (2 2
3 3

  

مقدار انتگرال دوگانه  -140
2x

x
yI xe dy dx



  o o

    کدام است؟ 

1 (1
4  2 (1

2  3 (1
2  4 (1  

2ي  استوانه - 141 2 2x y x  2ي بالایی مخروط  از نیمه 2 2x y z   یک بخش مقدار انتگرال . کند را جدا می

4اي  رویه 4 2 2 2 2 1I (x y y z z x )d


      کدام است؟    

1 (2  2 (o  3 (2  4 (2  

zباشد که توسط صفحات  کننده  ناحیه  ي محصور رویه فرض کنیم  - 142  o  وy  o  وy e ي  و استوانه

21z x  2گر میدان برداري محصور شده، اxF (x cos y)i (y cosh z) j (z e )
k

     
r r

r  آنگاه مقدار

(F n)d


   کدام است؟)n  قائم یک برونسو بر  وd جزء مساحت رویه است(    

1 (3
e  2 (2

e  3 (2 13 (e )  4 (4e  
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  )2(هاي ریاضی عمومی  پاسخنامه مجموعه آزمون

 

  .صحیح است» 1«گزینه    - 1

  : تواند صحیح باشد و داریم می 2و  1ها مشخص است که تنها یکی از دو گزینه  با توجه به گزینه

 w u w v w(u v)     
r r r r r r r o   

uبنابراین  v
r r  وw

r نادرست و پاسخ تست است 1ستند و گزینه موازي ه .  

uجایی که  از آن: ها بررسی سایر گزینه v
r r  در صفحه شاملu

r  وv
r  قرار دارد، بنابراینw

r  که باu v
r r وازي است، نیز در م

wگیرد و در نتیجه  این صفحه قرار می
r  بر بردار نرمال این صفحه یعنیu v

r r عمود بود و داریم :  

 w (u v)  
r r r o  

  .صحیح است» 3«گزینه    -2

  : یابیم را می Aابتدا مقادیر ویژه ماتریس 

   

1 1 2 1 1 2
1 2 1 1 02 3 2 2
2 2 3

A I ( )

 
 

       




o
o   

 2 21 5 4 2 2 1 5 6 1 2 3, ,( )( ) ( ) ( )( )                   o o   

1برابر  Aترین مقدار ویژه مقدار ویژه ماتریس  کوچک  است و بردار ویژه متناظر با این مقدار ویژه برابر است با :  

 
1 1

2 2

3 3

1 1 1 1
1 2 1 1 1 1 1
2 2 3 1 2 2 2

x x

(A I)X x x

x x

                                                                                                                 

o o o o o
o o o

o o
   

 3 3

1 2 3 1 2 1 2

1
1

x x
x

x x x x x x x

                           

o o

o o o
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  .ح استصحی» 1«گزینه    - 3

و  Aمقدار ویژه ماتریس  اگر 
1

2

3

x

x x

x

         

  : باشد، داریم بردار ویژه متناظر با  

 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

Ax x x a b

                                                                     

   

 
3 1 3

1 1
1 3 22 1

a b
a b a b

                                          

   

 2

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1

1 11 1 1 1 1 1 1
x a b a

a a

                                                                                                                               

o o
o o o

oo
   

 
2

1
1

a b
b

a

     

  

  .صحیح است» 3«گزینه    - 4

BAاگر دو بردار 
uuur

BCو  
uuur

  : نیمساز این دو بردار برابر است با 11گاه با توجه به نکته  را در نظر بگیریم، آن 

 BA BC

BA BC
 

uuur uuur

uuur uuur  نیمساز  

 
2 1 1 1 1 1 1 2 5

2 1 1 1 1 1 1 2 5

, , , , , ,

, , , , , ,

BA ( ) ( ) ( ) BA

BC ( ) ( ) ( ) BC

              

uuur uuur
o

uuur uuur
o

   

 
1 2 1 2 1 2 2 2

5 5 5
, , , ,

, ,
( ) ( )

( )
 

    
o o

  نیمساز 

  .صحیح است» 4«گزینه    -5

کند، ابتدا معادله مشخصه را به صورت زیر  هامیلتون که هر ماتریس در معادله مشخصه خود صدق می -با توجه به قضیه کیلی

  : یابیم می
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2 1 1 2 1

3 3 1 1 1
1 2 1

A I ( )( )

 
 

         


 
o o o o o   

 2 3 23 3 3 6 12 9( )( )              o o  

  

 3 2 3 2 
 6 12 9 6 12 9A A A I A A A I        o  

  

  .صحیح است» 1«گزینه    - 6

  : با توجه به خصوصیات ضرب خارجی داریم

 2
v (v u) (v u)v (v v)u (v u)v v u        
r r r r r r r r r r r r r   

vبا توجه به صورت سؤال که طول بردار 
r  1یک است، لذاv  و داریم :  

 v (v v) (v u)v u    
r r r r r r r   

 v (v (v u)) v ((v u)v u) (v u)v v          
r r r r r r r r r r r r r

v u v u   
o r r r r  

  .صحیح است» 1«گزینه    - 7

  : است، لذا داریم Bو  Aترین روش استفاده از یک مثال براي  هاي مختلفی موجود است که ساده براي حل این تست راه

 
1

1
tM

 
     

o o
o o

و     
1 1 1

B M

                       

o o o
o o o

و    
1

A

          

o
o

  اگر  

 1 1
1 2 1 2

2 2

1 11 0 0 1 1
1 0 0 1 1

t t
x x

x M Mx (x x ) (x x )
x x

                                                     

o o
o o

   

 1 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1 2

2
2

x
(x x x x ) x x x x x x x x x x (x x )

x

                 
   

xهمانند فوق عبارت مربوطه به ازاي  Bو  Aشود که براي بردارهاي دلخواه  دیده می  o همواره مثبت است.  

  با توجه به قضیه
  کیلی ـ هامیلتون
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  .صحیح است» 3«گزینه    -8

که در ماتریس فوق سطر سوم ضریبی از سطر  جا باشد و از آن رتبه یک ماتریس برابر تعداد سطرهاي مستقل خطی آن ماتریس می

باشند، بنابراین  کنیم، از طرفی سطرهاي اول و دوم ضریبی از یکدیگر نبوده و مستقل از هم می دوم است، بنابراین آن را حذف می

  .باشد می 2رتبه ماتریس فوق برابر 

  .صحیح است» 3«گزینه    -9

نهایت جواب داشته باشد این است  رط لازم و کافی براي این که دستگاه بیبا توجه به همگن بودن دستگاه معادلات خطی فوق، ش

  : که دترمینان ماتریس ضرایب برابر صفر باشد، یعنی

 
1 1 1 2 3 2 3 1
3 1 2 6 6 14 5 6 5 6 4
6 4 5

a

a a a


 

          
 


o o o  

  .صحیح است» 1«گزینه    - 10

2xجا که صفحه موردنظر بر صفحه به معادله  گیریم و از آن در نظر می nبردار نرمال صفحه موردنظر را  y z    عمود

1نیز بر بردار نرمال  nاست، بنابراین بردار نرمال  1 1, ,n ( )  1از طرفی صفحه موردنظر شامل دو نقطه . عمود است, ,( )o o  و

1, ,( )o o 1ها یعنی  باشد، پس شامل بردار واصل آن می 1, ,u ( ) o باشد، بنابراین  نیز میn  برu  عمود است و بنابراین براي

  : داریم nمحاسبه 

 1 1 1 1 2 1
1 1

, ,

i j k

n n u ( )      
o

   

 1 2 2 1(x ) (y ) (z ) x y z          o o o  معادله صفحه موردنظر  

  .کند و گزینه صحیح است در این معادله صدق می 1فقط نقطه گزینه 

  .صحیح است» 4«گزینه    -11

ین تساوي را از راست در ماتریس طرف
11 2

3 7

 
 
 
  

  : کنیم، لذا داریم ضرب می 

 
1 71 2 7 21 53 7 3 17 6 2

aa b
a b

c d b
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  .صحیح است» 1«گزینه    -12

با توجه به قضایاي دترمینان اگر ضریبی از یک سطر ماتریس را به سطر دیگر اضافه کنیم، مقدار دترمینان تغییري ) 1روش 

  : کنیم، لذا داریم براین در این سؤال نصف سطر اول را به سطر دوم اضافه میکند، بنا نمی

 

2 3
2 5

5
1

3

/

M 

o o o
o o o o
o o o o
o o o o
o o o o

   

جا که ماتریس فوق یک ماتریس پایین مثلثی است، بنابراین مقدار دترمینان آن برابر با  شود، از آن طور که در بالا دیده می همان

  . داریمحاصلضرب اعضاي روي قطر اصلی است، لذا 

 2 2 5 5 1 3 75det(M) /       

  .صحیح است» 2«گزینه    -13

Aبراي این که  tB
r r

Cبر  
r

  : عمود باشد، باید داشته باشیم 

 (A tB) C  
r r r

o   

 1 2 2 3 3 1 3 3 2 2 5 5, , , ,(A tB) C ( t t t) ( ) t t t t               
r r r

o o  

  .صحیح است» 1«گزینه    -14

  : آوریم فته شده در صورت سؤال، ابتدا دو ضلع از مثلث را به صورت زیر به دست میبا توجه به رئوس گ

 2 2, ,AC ( ) 
uuur

o    1و 2, ,AB ( )
uuur

o   

  : براي مساحت مثلث داریم 8با توجه به نکته 

 1
2

AB AC 
uuur uuur

  مساحت  

 1 16 16 4 3
2

     1مساحت 2 4 4 2
2 2

, ,

i j k

AB AC ( )    


uuur uuur
o

o
  



  )1(هاي ریاضی عمومی  مجموعه آزمون
 

WWW.SANJESH.IR      
 

«32» 

  .صحیح است» 3«گزینه    - 15

1جا که صفحه از خط  از آن 4 4
3 2 2

x y z  
 


1گذرد، بنابراین شامل نقطه  می  4 4, ,( باشد، و بردار  می (

1 3 2 2, ,u ( ) 
ur

1ر با خط از طرفی صفحه مورد نظ. باشد نیز یک بردار روي صفحه موردنظر می  1 2
2 4 1

x y z  
 


 

2که داراي بردار هادي  4 1, ,( ) باشد، موازي است می .  

1uبا توجه به این که صفحه موردنظر شامل بردار 
ur

2uاست و با بردار  
uur

ر این دو بردار موازي است، بنابراین بردار نرمال صفحه ب 

  : داریم) بردار نرمال صفحه( nعمود است، لذا براي به دست آوردن 

 1 2 3 2 2 6 7 16
2 4 1

, ,

i j k

n u u ( )       


ur uur
   

 6 1 7 4 16 4 6 7 16 98(x ) (y ) (z ) x y z           o ي صفحه معادله  

  .صحیح است» 2«گزینه    -16

1داریم  xکنیم و سپس به جاي هر چه  را محاسبه می Aابتدا معادله مشخصه 
x

  : دهیم، لذا داریم قرار می 

 2
1 2 1 1

1 1 1 1 11
1

x
x

det (A XI) x ( x) ( x)(x x )
x

x


 

         




o
o
o

   

 3 2 1x x    o معادله مشخصه ماتریسA   

 3 2
3

21 1 2 1 2 1x( x )x x x
x xx

         o o  

  .صحیح است» 1«گزینه    -17

د، بنابراین یک نقطه دلخواه از فصل مشترك دو جا که قرار است صفحه موردنظر از فصل مشترك دو صفحه مشخصه بگذر از آن

  : صفحه مشخص شده در صورت سؤال بر روي صفحه مورد نظر قرار دارد، بنابراین

 
6

23 17
2 3 5

,
x y

z x y
x y

         

o
o

  اگر  
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23بنابراین نقطه  17, ,A( ) o 1جا که نقطه  روي صفحه موردنظر قرار دارد و از آن 1 1, ,p( نیز روي صفحه قرار دارند، بنابراین  (

22صفحه شامل بردار  18 1, ,PA ( )  
uuur

  : از طرفی بردار هادي فصل مشترك دو صفحه برابر است با. باشد می 

 1 1 1 1 2 1
2 3 4

, ,

i j k

u ( )  
r   

(u)صفحه مورد نظر شامل بردار فصل مشترك 
r راین، بردار نرمال صفحه بر بردار بناب. باشد نیز میu

r  و بردارPA
uuur

  : لذا. عمود است 

 1 2 1 2 23 26
22 18 1

, ,

i j k

n u PA ( )    
 

uuurr r
o   

 2 1 23 1 26 1 2 23 26 69(x ) (y ) (z ) x y z           o o o o معادله صفحه  

  .صحیح است» 3«گزینه    - 18

  . گیریم بردارهاي سازنده هرم را به صورت زیر در نظر می

 2 3 4 6 2 2 3 7 1, , , , , ,AB ( ) AC ( ) AD ( )  
uuur uuur uuur

   

  : القاعده تشکیل شده از سه بردار فوق برابر است با حجم هرم مثلث 9بنابراین با توجه به نکته 

 
2 3 4 2 بســـط ســـطر اؤل 2 6 2 6 21 1 16 2 2 2 3 47 1 3 1 3 76 6 63 7 1

AB (AC AD)
           

uuur uuur uuur
  حجم

1 24 144 26 ( )    o o  

  .صحیح است» 2«گزینه    - 19

1tمتناظر با  Aنقطه   2جا که معادله خم موردنظر به شکل  از آنباشد و  می 31 1
2 3

, ,R(t) t t t
      

است، لذا براي محاسبه  

  : انحناي خم داریم

 
2

3

1

1

1 1 1 1

1 2 1 2

t

t

, , , ,

, , , ,

v R (t) ( t t ) v ( ) v a
k

a V (t) ( t) a ( ) v





    
 

   

r r r r

r r ro o
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 6 23
33 3

v k   
r      1و 1 1 1 2 1

1 2
, ,

i j k

v a ( )   
r r

o
   

  .صحیح است» 1«گزینه    - 20

متناظر با  Pنقطه 
4

t


 باشد، بردار نرمال صفحه موردنظر در نقطه  میP باشد،  همان بردار مماس بر منحنی در این نقطه می

  : لذا داریم

 2 22 2 2
4 2 2

, , , ,v(t) (cos t cos t sin t) v( ) ( )


     
uuur r  بردار مماس بر منحنی  

2اي با بردار نرمال  بنابراین باید معادله صفحه 2 2
2 2

, ,( )  2و گذرنده از نقطه 2
2 2

, ,( )o را بیابیم، لذا داریم :  

 2 2 2 2 2 2 2 4 2
2 2 2 2

(x ) (y ) (z ) x y z         o o  

  .صحیح است» 4«گزینه    -21

2وجود عبارت  2x y  دهد که سطح داده شده در اثر دوران حول محور  نشان می 4در گزینهz  به وجود آمده است، چرا که اگر

22zمنحنی  x x   در صفحهxz  حول محورz شود دوران کند، سطح موردنظر ساخته می.  

  .صحیح است» 3«گزینه    - 22

yبا توجه به فرمول محاسبه انحنا منحنی  f(x) به صورت زیر داریم :  

 
2

3
1

1

1 1
1 2 2
6 1

x

x

y x y
y x

y x y





          

3و    
2 21

y
k

( y )






   

 
32

3 32
2

41 8
1 5 551
4

( )
k

( )( )
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  .صحیح است» 2«گزینه    -23

Tدانیم که اگر  می
r

  : گاه براي محاسبه بردار یکّه قائم اصلی داریم بردار یکهّ مماسی انحناي موردنظر باشد، آن 

 

2 21 1 2R (t) T (t)
T(t) , N(t) R (t) ( sin t , cos t, ) | R (t) | sin t cos t

| R (t) | T (t)

 
         

 

rr
uuuur

uuuur

    

 1 1 21
22 2

, , , ,T(t) ( sin t cos t ) T (t) ( cos t sin t ) T (t)         
uuur uuuur uuuur

o   

 

1
2

2
2

, ,

, ,

( cos t sin t )

N(t) ( cos t sin t )

 

    

our
o  

  .صحیح است» 3«گزینه    -24

12با توجه به این که  3 2 3
2

, ,R(t) ( cos t sin t t) است، براي محاسبه انحناء داریم :  

 3

16 3 6 3
2

18 3 18 3

, ,

, ,

v(t) R (t) ( sin t cos t ) v a
k

va(t) V (t) ( cos t sin t )

   
 

   

uuur uuuur r r

uuur uuuur r
o

   

  136
4

v  
r      9و 3 9 3 1 8 81 1 8 189, ,v a ( sin t cos t ) v a       

r r r ro o   

 189
6

k    

  .صحیح است 3قدار ثابت است و گزینه بنابراین انحنا یک م

  .صحیح است» 3«گزینه    - 25

,ها را به شکل  اگر منحنی ,R(t) (x(t) y(t) z(t)) گاه  در نظر بگیریم، آنV R (t)
r

بردار مماس بر آن را مشخص  

2کند که باید موازي بردار  می 22, ,F (xz x z x ) باشد، لذا داریم :  
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2 2

1
2 2 2

2

2 2

22

2

2
2

dx dy
dydt dt dxdx dy dz xz xx z x c y

dt dt dt
xz x z x z c y

dy dz

dt dt dy zdz
x z x

                    

  

  .صحیح است» 3«گزینه    -26

  : برابر است با cطول منحنی 

 
b

a
S R (t)dt    

 2 21 2 2 1 4 4 2 1 2 1, ,r (t) ( t t) r (t) t t ( t ) t            

 2 232 1 3 5
b sS ( t )dt b b b b b         o

o o  

  .صحیح است» 1«گزینه    -27

ه مرکز کره است بر روي صفحه قرار دارد، جا که مبدأ مختصات ک منحنی حاصل از تقاطع صفحه و کره یک دایره است و از آن

2Rاي به شعاع برابر شعاع کره، یعنی  ترین دایره ممکنه، یعنی دایره بنابراین دایره حاصله بزرگ  است و لذا براي انحنا داریم :  

 1 1
2

K
R

   

  .صحیح است» 1«گزینه    - 28

  : نویسیم، لذا قی، معادله خط را به شکل پارامتري میبراي به دست آوردن محل تلا

 

4 6

3 3

2 4

x t

y t

z t

       

   

  : گون داریم حال با جایگذاري مقادیر فوق در معادله بیضی

 
2 2 2

24 6 3 3 2 4 1 1
36 81 9

,
( t) ( t) ( t)

t t t
   

       o o   

 1 2 6 2, , , ,t (x y z) ( )            4و 3 2, , , ,t (x y z) ( )   o  
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  .صحیح است» 4«گزینه    - 29

ی را به شکل پارامتري بیض
2

3

x sin t

y cos t

  

tنویسیم و لذا نقطه داده شده متناظر با  می   o است، لذا داریم :  

 
3 3

2
2 2

3

t

x y
x sin t x cos t

y
y cos t y sin t

x



                                

o

o

   

 3 3
2 2 2 2

6 6 3
8 44

x y x y
k(t) k( )

(x y ) ( )

    
    

  

o
o

o
   

3جا از رابطه  توجه شود که در این: تذکر
2 21

y
k

( y )






  .توان به جواب رسید و تنها باید به روش فوق عمل کرد نمی 

  .صحیح است» 3«گزینه    - 30

  : گیري از بردار سرعت داریم با مشتق

 t t t t t
, ,a(t) (e e sin t e cos t e cos t e sin t)     

tدر   o داریم :  

 
1 1 2 2

361 1 1

, ,

, ,

v( ) ( ) v( ) a( )
cos

v( ) a( )a( ) ( )

 
    



uuur uuur uuur
o o o o

uuur uuuruuur
o oo

  

  .صحیح است» 4«گزینه    -31

  : مسازي معادله داری با مربع

2 .نمایش دو خط است  2
2 1

4 1
2 1

x y
x (y )

x y

         

o  

  .صحیح است» 2«گزینه    -32

fابتدا ضرب خارجی  g کنیم را محاسبه می :  

 2 3 3 2 2 23 2 1 2
1 1

i j k
d

(f g)(t) t t t (t t )j (t t )k (f g)(t) ( t t) j ( t)k
dt

t

              

 t d
(f g)( ) k

dt
  o o  
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  .صحیح است» 4«گزینه    -33

),ر نقطه ها تابعی را بیابیم که د باید از بین گزینه )o o  داراي حد باشد تا با تعریف مقدار تابع در نقطه,( )o o  و برابر با حد تابع

  . در این نقطه آن را به یک تابع پیوسته تبدیل کنیم

، این دو تابع حد 8ین با توجه به نکته ها همگن هستند، بنابرا درجه صورت و مخرج با هم برابر است و مخرج 2و  1هاي  در گزینه

2yاگر مسیر  3براي گزینه . ندارند mx را در نظر بگیریم، داریم :  

 
2 22

4 2 4 2 4 21
x(x, y) ( , )

x (mx )x y m
lim lim

x y x m x m


 
  

oo o

   

),باشد، بنابراین این تابع نیز در  می mبینیم که حد تابع وابسته به مقدار  می )o o باشد حد نمی داراي .  

  : داریم 3براي گزینه 

 
2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2 1

(x, y) ( , ) (x, y) ( , )

, ,
sin(x y ) x y

(x y) ( ) sin(x y ) ~ x y lim lim
x y x y
 

 
      

 
o o o o

o o  

  .صحیح است» 4«گزینه    -34

),یک مقدار ثابت است که در نقطه  yخواسته شده است، بنابراین  xنسبت به  fجایی که مشتق  از آن )o o  داراي مقدار صفر

  : باشد، لذا داریم می

 
2

,

sin x
x

f(x ) g(x) x

x

    

o
o

o o
   

  : شود، باید مشتق را از تعریف محاسبه کنیم، لذا داریم در مبدأ عوض می fجایی که ضابطه تابع  از آن

 
2

x
x

,
g(x) g( )f sin x

( ) g ( ) lim lim
x x x x




   
 

o
o

o
o o o

o
   

 
2

2 2
x

x x

,
x x

x sin x ~ x f ( ) lim lim
x x x
 

    

o o

o o o   

 1
x

x
lim

x


 

o

1حد راست      و        
x

x
lim

x


 

o

  حد چپ  

  .در نقطه صفر موجود نیست g(x)این حد نداریم و مشتق تابع بنابر
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  . یابیم را می kبا توجه به اطلاعات داده شده مقدار 

 1 2 2 16 12 36
3

, ,
k

T( ) k    o o o   

PQاز طرفی جهت موردنظر 
uuur

  : است، لذا داریم 

 
2 1 2 11 1 1 1
3 2 2 2

, ,
, , , ,

, ,

P( ) PQ
PQ ( ) u ( )

Q( ) PQ

         

uuuruuur ro ouuur   

  : با توجه به تعریف مشتق سویی داریم uو در جهت  Pبراي محاسبه نرخ تغییر دما در نقطه 

 
u

P

D T T(P) u     

,اگر  ,r (x y z)
r  2بردار مکان باشد و 2 2x y z r r   

r قرار دهیم، داریم :  

 1
2 2 2

36 36T r
x y z

 
 

o o   

Tتوان اثبات کرد که اگر  از طرفی می f(r) باشد، براي محاسبه گرادیان داریم :  

2
3360 360r r r

T f (r) T r
r r r

     
r r r

  

 42 1 2 2 1 2
3

, , , ,T(p) T( ) ( )


     
o   

 4 1 42 1 2 1 1 2 2
3 2 2u

, , , ,D T ( ) ( )        
o oo o  

  .صحیح است» 3«گزینه    - 36

1را در نقطه  wو  zابتدا مقادیر  1, ,(x y) ( ) یابیم، لذا داریم می :  

 

2 2 2 2
2

2 2 2 2
2 جمع 3

3 3 1
2 8 2 6

(x,y) ( , )
x y z zw z zw (*)

z z
x y z zw z zw


                         

o oo

o

   

 1 1 3 1 4 4(*) ( )w ( )w w            
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1بنابراین نقطه موردنظر  4, ,(z w) ( )  1و 4, ,(z w) ( )   باشد می .  

حال با فرض 
2 2 2

2 2 22 8

F : x y z zw

G : x y z zw

         

o

o
بسته هستند و با استفاده از متغیر وا zو  wمتغیر مستقل و  xو  yکه  

  : قاعده مشتق ضمنی داریم

 

2 4
4 2
2
4

,

,

,

,

(F G) z w x

z w x(z x)w

x (F G) z w z

z w z(z w)

 


   
   



و       

4
2

2
4

,

,

,

,

(F G) x z

x z(x w)z

x (F G) z w z

z w z(z w)

 


   

   


   

1حال با جایگذاري نقطه   1, ,(x y) ( )  1و 4, ,(z w) ( ) داریم :  

 

2 4
8 2

6
2 1

8 1

w

x




   

  
و       

4 1
2 1

1
2 1

8 1

z

x




   

  
    

1و با جایگذاري نقطه  1, ,(x y) ( )   1و 4, ,(z w) ( )   داریم :  

 

2 4
8 2

6
2 1

8 1

w

x


   



 

و          

4 1
2 1

1
2 1

8 1

z

x
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اگر قرار دهیم ) 1روش 
2x xy

v
x y





  : گاه داریم ، آن

 u Arctg v v tg u      

 2 2
1 1

1 1
u u v v v

x v x x xv tg u

    
   

     
   

 2 2
1 1

1 1
u u v v v

y v y y yv tg u

    
   

     
   

 2
1

1
u u v v

x y (x y )
x y x ytg u
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  : است، داریم 1همگن و از درجه  vاز طرفی با توجه به این که تابع 

 3v v
x y v tg u

x y

 
  

 
   

 2
1 2
21

u u tgu
x y sin u

x y tg u

 
   

  
   

اگر ) 2روش 
2x xy

v
x y





uو   f(v) Arctg جا که تابع  گاه از آن ، آنv  است، داریم 1همگن از درجه :  

 2 2
1 2
21 1

u u v tgu
x y vf (v) sin u

x y v tg u

      
   

  

  .صحیح است» 3«گزینه    - 38

,با توجه به این که تابع موردنظر 
x y

f(x y)
a b

  2باشد و قید مربوطه نیز  می 2 1x y   است، با استفاده از روش

  : ضرایب لاگرانژ داریم

 
2 2

1 1

2 21

, ,

,,

x y
f(x y) f ( )

a b a b

g ( x y)g(x y) : x y

   


    o
   

 
1 2 1 1

2 21 2
,

x
af y x y

a b
y

b

             

  روش ضرایب لاگرانژ   

 
2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 4
1 11 1 1

24 4 4
a b a b

x y
aba b a b

 
          

  
   

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 22 2

1 1 1 2
2 2 2 2

a b ab a b a b
max f ( )

aba b a b a ba b
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  : یابیم، براي این منظور داریم مربوطه در نقاط فوق را می ابتدا بردارهاي نرمال صفحات مماس بر سطح

 4 3 3 3 23 12 3 1, ,f : x xy z n f n ( x y xy )         
r ro   

 1 1 1 2

1 22 2

1 1 1 1 1 1 1
21 1 1

, , , , , , , ,

, , , ,

M ( ) n ( ) ( ).( )n n
cos

n nM ( ) n ( )

     
    

    

ur ur uur
o o o o o

ouur
o o o
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  .بنابراین بردارهاي نرمال دو صفحه بر هم  عمودند و در نتیجه دو صفحه عمود بر هم هستند

  .صحیح است» 2«گزینه    - 40

u,اگر بردار موردنظر به شکل  (a b)
r  باشد، با توجه به تغییر فیزیکی مشتق سویی در صفحه باید مشتقf  در جهتu  منفی

  : باشد، لذا با استفاده از تعریف مشتق جهتی داریم

 
u

P

D f f(p) u   r
r

o   

 3 2 2 2 21 3 2 2, ,f(x y) x x y y f ( x xy x y)           

 1 1 1 3, ,p( ) f(p) ( )      

 1 3 3, ,f(p) u ( ) (a b) a b        
r o o o   

  .صحیح است 2کند، بنابراین گزینه  در این رابطه صدق می 2تنها گزینه 

  .صحیح است» 1«گزینه   -41

u,جایی که  آن) 1روش  f(x y)  و,v g(x y) که  است،  شرط لازم و کافی براي آنx  وy  بینu  وv  حذف شود و

,Q(u v) o ،آن است که  باشد
,

,

(u v)

(x y)





o 2جا که در رابطه سوم  باشد و از آنw u v  باشد، بنابراین باید  می

0
(u , v ,w)

(x, y, z)





  . باشد 

  : یابیم، لذا داریم می yو  xرا هم برحسب  wابتدا ) 2روش 

 2 2 2 2 2y z) (x y z ) (xy xz yz)w (x          

 
1 1 1
2 2 2
2 2 2

x y z

x y z

x y z

, ,

, ,

u u u
(u v w)

v v v x y z
(x y z)

w w w (y z) (x z) (x y)


   


  

o   

  .گاه سطر سوم ضریبی از سطر اول است و دترمینان برابر صفر است در دترمینان فوق، اگر سطر دوم را به سطر سوم اضافه کنیم، آن
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  .صحیح است» 4«گزینه    -42

  : آوریم، بنابراین ابتدا نقاط بحرانی داخل ناحیه مربوطه را به دست می

 2 2 1, , , , ,f ( x y) ( ) (x y) ( ) f( ) ( )       o o o o o o o   

2یعنی قید (مقدار ماکزیمم و مینیمم تابع را بر روي مرز ناحیه مربوطه، حال  2 4x y  (یابیم می :  

 2 2 2 24 4 2 2x y y x (*) x         o   

 2 2 22 24 2 4 2 2y x
, ,f(x y) x y g(x) x x           

 4 2 2 4 2(*)
,g (x) x x y f( ) ( )         o o o o   

2xو براي مرزهاي    2وx   داریم :  

 2 2 4 3(*)
,x y f( ) ( )    o o   

 2 2 4 4(*)
,x y f( ) ( )      o o   

  : شود که نتیجه می) 4(و ) 3(، )2(، )1(از 

 4min f      4وmax f    

2براي به دست آوردن ماکزیمم و مینیمم تابع بر روي مرز : تذکر 2 1x y  توانستیم استفاده  از روش ضرایب لاگرانژ نیز می

  .کنیم

  .صحیح است» 1«گزینه    -43

  : اي داریم با استفاده از قاعده زنجیره

 w w x w y w w

v x v y v x y

      
     

      
   

 
2w w w w w w

( ) ( ) ( ) ( )
u v u v u x y u x u y

         
     

          
   

 w x w y w x w y
( ) ( ) ( ) ( )

x x u y x u x y u y y u

           
   

           
   

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
w w w w w w

y x x yx y x y
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  .ح استصحی» 2«گزینه    -44

yاگر تابع 
,f(x y) x  2در نظر بگیریم وx o  3وy o  1وx /  o o  3وy /  o o  باشد، با استفاده از

  : شود فرمول دیفرانسیل مقدار تقریبی عدد فوق به صورت زیر محاسبه می

 2 3 8 2y
y

,
f

x Lnx f ( ) Ln
y


  


1و        2 3 12y

x x
,

f
f yx f ( )

x


   


   

 
x y

, , , ,f(x x y y) f(x y ) f (x y ) x f (x y ) y      o o o o o o oo
   

2 01 3 03 2 3 2 3 2 3
x y

f( / , / ) f( , ) f ( , ) x f ( , ) y     ;   

 3 32 11 3 3 2 1 8 12 24 2 8 288/
,f( / / ) ( / ) / / Ln /   oo o o ; o o  

  .صحیح است» 2«گزینه    - 45

  : یابیم کره فوق را می ابتدا بردار قائم بر نیم

 2 2 2 16, ,
g

g(x y z) : x y z n
g


     



ro   

 
2 2 2

2 2 2 12 2 2
42

, ,
, , , ,

( x y z)
g ( x y z) n (x y z)

x y z
    

 

r   

nدر امتداد بردار  fحال براي محاسبه مشتق سویی 
r داریم :  

 
n

D f f n  r
r   

 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1
2

, , , ,
x y z

f(x y z) Ln(x y z ) f ( )
x y z x y z x y z

     
     

   

 
2 2 2

2 2 2
1 1
4 4n

x y z
D f f n ( )

x y z

 
     

 
r

r  

  .صحیح است» 4«گزینه    -46

اگر معادله سطوح را به شکل 
2 2 5f : x y

g : z xy

     

o

o
  : در نظر بگیریم، براي محاسبه بردار مماس بر فصل مشترك داریم 

 2 1 22 2 4 2

1 1 2 1
P( , , )

, , , ,

, , , ,

f ( x y ) f ( )

g ( y x ) g ( )

 
                   

o o
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 4 2 2 4 6
1 2 1

, ,

i j k

u f g ( )         


r
o  2بردار هادي فصل مشترك در نقطه 1 3, ,P( )    

2مماس بر فصل مشترك در نقطه در نقطه مورد نظر بردار نرمال صفحه عمود بر فصل مشترك با بردار  1 2, ,( )  برابر است .

  : بنابراین

 2 4 6, ,n ( )
r   

 2 2 4 1 6 2 2 3 6(x ) (y ) (z ) x y z            o   معادله صفحه مورد نظر  

2 محــل تلاقــی بــا محــؤر     هــا  3 6 6
,

x
x y z x

y z
     

 o o
  

  .صحیح است» 1«گزینه    -47

  : حد نشده است، بنابراین علم به وجود حد داریم، لذاها هیچ صحبتی از عدم وجود  جایی که در گزینه از آن

 

2 2 22 2 2 2 2 3 2 2 41 1 1 11 1 1 1 1 1
x y y x x y y x x x x

lim lim ( lim ) lim lim
x y x x(x, y) ( , ) x x x

        
  

      

  

  .صحیح است» 1«گزینه    - 48

  : یابیم ابتدا نقاط بحرانی تابع مورد نظر را می

 2 23 63 12 3 63 12, ,z ( x y y x) ( )       o o   

 

2
2 2

2
ــریق 4 تفــ 21

4
4 21

4
4

x y (*)
(x y ) (y x)

y x (**)

x y
(x y)(x y )

y x

           
         

o
o

o

o

   

 
2

2

4 21 7 3 7 7 3 3

4 4 5 1 5 1 5 5 1

(*)

(*)

, , , ,

, , , ,

x y x x x A( ) B( )

y x x x x C( ) D( )

                     

o

o
   

  : بحرانی داریم براي تشخیص نوع نقاط

 2 26 6 12 36 4
xx yy xy

z z z ( x)( y) (xy )         

 هوپیتال



  )1(هاي ریاضی عمومی  مجموعه آزمون
 

WWW.SANJESH.IR      
 

«46» 

max  6 نقطه  42
xx
f x    o     7و 7,A( )    o   

min  6 نقطه  18
xx
f x   o    3و 3,B( )   o   

5نقطه زینی     1,D( )   o    1و 5,C( )  

  .صحیح است» 4«گزینه    -49

  : با استفاده از تعریف مشتق سویی داریم

 
u

D f f u  r
r   

f,اگر  (a b)  در نظر بگیریم، داریم :  

 
1

2 1 2 2
u

, ,D f ( ) (a b) a      o      1و 2 2 1 2 1, , ,u ( ) ( ) ( )  
ur

o   

 
2

2 1 2 2
u

, ,D f ( ) (a b) b         o    2و 1 1 1 2 1, , ,u ( ) ( ) ( )   
uur

o   

1uتوجه شود که در محاسبات فوق، 
r  2وu

r باید حتماً بردارهاي یکانی باشند .  

1اگر نقطه  2,P( 4و نقطه  ( 6,Q(   : داریم Qو در جهتی به سمت  Pطه در نق fگاه براي محاسبه مشتق سویی  باشد، آن (

 3
14 6 1 2 3 4 3 4
5

, , , ,
PQ

PQ ( ) ( ) ( ) u ( )
PQ

     

uuuruuur r
uuur   

 33

1 142 2 3 4
5 5u , ,D f f u ( ) ( )      

r  

  .صحیح است» 3«گزینه    -50

f(r)اگر مثلاً ) 1روش  r باشد، داریم :  

 1 1 1 3, ,
r

a r r (x y z) div a
r

       
rr r r   

f(r)حال اگر  r آید به دست می 3جواب  3دهیم فقط به ازاي گزینه  ها قرار را در گزینه .  

  : با استفاده از خواص دیورژانس داریم) 2روش 

 f(r) f(r)r
(a) (f(r) ) ( ) r ( r) (*)

r r r
       

rr r r   

r:    داریم f(r)گفته شد، براي  3طور که در پاسخ تست  همان
(f(r)) f (r)

r
 

r
  : ، بنابراین
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 2 3
f(r) f(r) f (r)r f(r) rf (r) f(r)d r r

( ) ( ) r
r dr r r rr r

  
      

r r r   

,جا که  همچنین از آن ,r (x y z)
r :  

 1 1 1 3r div r     
r r   

  : داریم (*)با جایگذاري روابط بالا در 

 3 3rf (r) f(r) f(r)r
(f(r) ) r r

r rr

 
   

r r r   

2دانیم که  می 2r r r r  
r rبنابراین داریم ، :  

 3 2rf (r) f(r) f(r)
div a f(r) f (r)

r r r

     
r  

  .صحیح است» 2«گزینه    - 51

  : ترین افزایش براي یک تابع در جهت بردار گرادیان و اندازه آن برابر اندازه بردار گرادیان است، لذا داریم که بیش با توجه به این

 
1

1
y

x y y

y
y

,
f yx

f (yx x Lnx)
f x Lnx






   


   

 1
u

,max(D f) f(p) ( e)   r  1در نقطه,(e )  

  .صحیح است» 3«گزینه    - 52

: اگر قرار دهیم) 1روش 
4 4

,
x y

u(x y)
x y





  : گاه داریم ، آن

 
4 4

z
,

x y
z Ln Lnu u(x y) e

x y


   


   

 1 1z Lnu u u z Lnu u
,

y u x u y y u u y
      
   

      
   

 1z z u u
x y (x y )

x y u x y

   
   

   
   

u(x,تابع  y)  ستفاده از قضیه اویلر داریمباشد و بنابراین با ا می 3یک تابع همگن از درجه :  

 13 3 3u u z z
x y u x y ( u)

x y x y u
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اگر ) 2روش 
4 4x y

u
x y





 ،z f(u) ln u جا که تابع  گاه از آن ، آنu  است، داریم 3همگن از درجه :  

 13 3 3z z
x y uf (u) u

x y u

      
 

  

  .صحیح است» 2«گزینه    -53

به شکل هاي موردنظر را  اگر سطح
2 2 22 3 6

1

f : x y z

g : xyz

      

o

o
گاه براي محاسبه بردار مماس بر فصل  در نظر بگیریم، آن 

1مشترك در نقطه  1 1, ,(   : داریم (

 
2 4 6 2 4 6

2 4 6 2 4 2
1 1 1 1 1 1

, , , ,
, ,

, , , ,

i j kf ( x y z) ( )
u f g ( )

g (yz xz xy) ( )

  
      

  

r   

2بنابراین خط مماس با فصل مشترك داراي بردار هادي  4 2, ,( ) است، لذا داریم :  

 
1 11 1 1

2 4 2 2 1 1 2 3

x z x zx y z

(x ) y y x

                  

  

  .صحیح است» 3«گزینه    - 54

  : داریم متغیرهاي مستقل هستند و با استفاده از قضیه تابع ضمنی 4xو  3xمتغیرهاي وابسته و  2xو  1xبا توجه به این که 

 

1 2 13 12

23 223 21

3 1 2 11 12

21 221 2

,

,

,

,

(f f ) f f

f f(x x )x

x (f f ) f f

f f(x x )




   

 



   

iبا توجه به ماتریس 

j

f

x




هر یک از  

ij
f 23ها معلوم است به عنوان مثال 1f    11و 3f    

  : لذا داریم

 1

3

1
1 1 1 1

2 23 1
5 1

x

x


    

 

o
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  .صحیح است» 1«گزینه    -55

پذیر باشد باید  هاي موجود، امکان که عبارت فوق معتبر باشد و ضرب بین ماتریس با توجه به رابطه بالا واضح است که براي این

1باشد که اگر این ماتریس را به شکل  2یک ماتریس مربعی مرتبه  Aماتریس  2

2 4

a a
A

a a

 
   
  

صورت : (در نظر بگیریم، داریم 

  .) را یک ماتریس متقارن معرفی کرده است A سؤال

 1 2
1 2 2 4

2 4

a a dx dx
dx dy a dx a dy a dx a dy

a a dy dy

     
                                

   

 2 2 2 2
1 2 2 4 1 2 42a d x a dxdy a dxdy a d y a d x a dxdy a d y (*)        

  : برابر است با zاز طرفی دیفرانسیل مرتبه دوم 

 
2 2 2

2 2 2
2 22z z z

d z d x dxdy d y (**)
x yx y

  
  

  
   

  : داریم (**)و  (*)از برابري 

 
2

3 2
z

a
y





و     
2

2
z

a
x y



 

و       
2

1 2
z

a
x





   

 
2 2 2

2 2
1 4 2 2 2

z z z
A a a a ( )

x yx y

  
    

  
   

 1 12 1 2 2x y
z y x

xy y x
 

        

 
2 3

2 3 1 2

4
2 4 1

42

xx

x xx xy

yy

y yy

xy

(x,y) ( , )

, ,

,

z

z x z x z
z

z y z y
z

 

  

                   

o

o

   

 14 1
4

A     o  

  .صحیح است» 1«گزینه    -56

u,اگر جهت دلخواه  (a b)
r ي مشتق سویی تابع  گاه با استفاده از تعریف براي محاسبه را در نظر بگیریم، آنf  در جهتu

r 

  : داریم
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2

4 4 4 4 4u t t t

, tb) f( ,
,

f( ta ) t ab ab
D f( ) lim lim lim

t t t (a b ) t a b  

 
  

 
r

o o o

o o o o
o o   

tجایی که به ازاي  از آن o تواند موجود باشد که صورت کسر نیز  فوق تنها زمانی می شود، بنابراین حد مخرج کسر فوق صفر می

  . است شود و در سایر حالات حد  باید صفر باشند که در این صورت حد فوق برابر صفر می bو یا  aصفر شود که در این صورت یا 

 
a u j

b u i

        

rr
o

rro
  

  .صحیح است» 1«گزینه    -57

  : اي داریم ز قاعده زنجیرهبا استفاده ا

 z z x z y

t x t y t

    
   

    
   

 2
y

z ytgx  2و 2
x

z y sec x   

 2
t

y v     2و
t

x tuv   

 

1
1

1
2

x t

y t

,

,

u
x z x

v
z yy

t

                     

o o
o

o o
   

 1z

t


     


o o o o  

  .تصحیح اس» 4«گزینه    -58

,که  دانیم که شرط کافی براي آن  می , , ,F(x y) (f(x y) g(x y))  داراي معکوس باشد، آن است که
,

,

(f g)

(x y)





o 

  : باشد، داریم

 
, ,

, ,

(f g h)

(x y z)


  


o  2شرط داشتن معکوس براي 2

2

2

, ,

, ,

, ,

f(x y z) xy y

g(x y z) x y z F

h(x y z) xy y

        

   

 
2 2 1 2 2 1
2 1 4 4 121

1

x y z

x y z

x y z

, ,

, ,

f f f y x
(f g h) y x

g g g x z z yz
y x(x y z)

h h h y x

 
      




o
o

o
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  .یح استصح» 1«گزینه    - 59

2اگر مسیر  2x y ky  گذرنده از ) هاي قائم دایره(اي شکل  دهنده مسیري دایره که نشان,( )o o را در نظر بگیریم، داریم :  

 
2

2 2 2 2 2 21
,

y(ky) ky k
f(x y)

y (ky) y k y k
  

  
   

  . صحیح است 1است، بنابراین حد وجود ندارد و گزینه  kجایی که جواب وابسته به  از آن

  : ها بررسی سایر گزینه

  . اشتباه است 4با توجه به حل بالا مشخص است که گزینه 

  : 2گزینه 

 4,f(x )
x

  
oo o  براي محاسبه

x
,f ( )o o  در تابعf ،y  o دهیم قرار می .  

 
3

2 4 21
,

y y
f( y)

y y y
   

 
o اسبه براي مح

y
,f ( )o o  در تابعf ،x  o دهیم قرار می .  

 
2

2 2
1 1
1

y

,
y

f ( y)
( y )



  


o

o   

yخطوط : 3گزینه  kx گیریم را در نظر می :  

 
2 2 2 2 3 2

2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2
1 1
1 1

,
kx(x k x ) k(k )x k(k )x

f(x kx)
k x (x k x ) k x x ( k ) k x ( k )

  
   

     
   

 ,x f(x kx)  o o  

  .ستصحیح ا» 2«گزینه    - 60

  . گیریم در نظر می zو  x ،yابعاد حوض مکعب مستطیل را 

 256xyz   حجم حوض  

  : گیرد مینیمم باشد، لذا داریم بندي قرار می بندي مینیمم شود باید مساحت جانبی کل که مورد عایق براي این که هزینه عایق

 2xz  جلو مساحت وجوه عقب و  

 2 2xz zy xz    2مساحت جانبی کلzy   مساحت وجوه کناري  

 xz   مساحت وجه پایین  
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256xyzبنابراین تابعی که باید تحت قید    2مینیمم شود 2, ,f(x y z) xz zy xz   استفاده از  باشد، لذا با می

  : روش ضرایب لاگرانژ داریم

 
2 2 2 2 2 2

256

, ,

, ,

f xz zy xz f (y z x z x y)
f g

g : xyz g (yz xz xy)

        
   

    o
   

 
2 1
2 2

2 2 3

y z yz ( )

x z xz ( )

x y xy ( )

         

   

 2 2 2
2

y z y
xy zy xy zx

x z z


     


  ) 2(بر ) 1(تقسیم  

 z x y o   

 2 2 2 2
2 2
x z z

xy zy xz zy
x y y


     


  ) 3(بر ) 2(تقسیم  

 2x y z o   

256xyzوجه به قید با ت  داریم :  

 2 2
2

x y
xyz ( z)( z)(z)

y z

    

   

 3 34 256 64 4 8,z z z x y         

4zبنابراین ارتفاع حوض   باشد می.  

  .صحیح است» 2«گزینه    -61

در جهت بردار  fابتدا مشتق سویی تابع 
w

(D f)wr
r ابیمی را می .  

 

1 21 1 1
3 3

w

w
, , , ,

, ,

w
D f f

w D f (y z x z x y) ( ) (x y z)

f (y z x z x y)

  
        

    

r

r

r
r
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2حال تابع جدید را 
3

, , y z)g(x y z) (x  گیریم و براي محاسبه مشتق سویی این تابع و در جهت بردار  در نظر میv
r 

  : داریم

 2 1 2 21 1 1 2 1 2 1
3 5 15 152 1 1 1

3

v

v
, , , ,

, ,

v
D g g

v
D g ( ) ( ) ( )

g ( )

  

      

 

r

r

r
r

o  
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  : کنیم، لذا داریم محاسبه می wو  u ،vبرحسب  را zو  x ،yابتدا ) 1روش 

 z uvw        و
uv y z

y uv uvw
uvw z

      

و       
uv y z

x u uv
u x y z

        

   

 
1

u v w

u v w

u v w

, ,

, ,

x x x v u
(x y z)

y y y v vw u uw uv
(u v w)

z z z vw uw uv

 
      


o
   

 2 2 2 2 21 1 1
u uw uv v vw uv

( v) u u v( v) u v u v( v v) u v
uw uv vw uv

   
           

  : اگر قرار دهیم) 2روش 

 
1

2

3

F x y z u

F y z uv

F z uvw

            

o

o

o

   

  : با تعمیم مشتق ضمنی داریم: نکته

 

1 2 3

1 2 3

1 n

, ,

, , , ,

, , , ,

, ,

(F F F )

(x y z) (u v w)
( )

(u v w) (F F F )

(x y z)



 
 

 



   

3nبراي مسأله فوق   باشد، لذا داریم می :  



  )1(هاي ریاضی عمومی  مجموعه آزمون
 

WWW.SANJESH.IR      
 

«54» 

 2

1

1 1 1
1 1

1

, ,

, ,

v u

vw uw uv(x y z)
u v

(u v w)


 
  

  


o o
o

o
o o
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ه  fمشتق سویی  u,در مبدأ و در جهت دلخواه بردار یکّ (a b)
r کنیم  با استفاده از تعریف به صورت زیر محاسبه می را :  

 
3 2

2 2 4 4u t

, ,
,

f( ta tb) f( ) t ab
D f( ) lim lim

t t(t a t b )

  
 


r

o

o o o o
o o   

  

2
22 2 40
2

0 0 0 0
0 0

0 0 0

u

u t

u

a D f( , )
ab

D f( , ) lim ba t b a D f( , )
a



         

   

   

  . صحیح است 3ها داراي مشتق جهتی است و گزینه  بنابراین تابع فوق در همه جهت

  : ها بررسی سایر گزینه

2xبا در نظر گرفتن مسیر : 1گزینه  my داریم :  

 
2 4

2 4 2 4 4 2 1(x, y) ( , ) y

xy my m
lim lim

x y m y y m 
 

  o o o
   

),است و در نتیجه حد تابع فوق در نقطه  mبنابراین مقدار حد فوق وابسته به مقدار  )o o  موجود نیست وf  در مبدأ ناپیوسته

  . است

  . باشد پذیر نیز نمی ، بنابراین در این نقطه دیفرانسیلدر مبدأ پیوسته نیست fجا که در بالا اثبات شد که تابع  از آن: 2گزینه 

  .هاxدر مبدأ در همه جهات موجود است نه فقط در جهت محور  fدر بالا اثبات شد که مشتق سویی : 4گزینه 

  .صحیح است» 3«گزینه    -64

),در نقطه  fابع ت 8جایی که درجه صورت و درجه مخرج برابر و مخرج همگن است، بنابراین با توجه به نکته  از آن )o o  ناپیوسته

  . است
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براي بررسی پیوستگی 

x
,D f(x y) یابیم ابتدا تابع مربوطه را به صورت زیر می :  

 
2 4 4 3 2 2

4 4 2
2 4

x
,

xy (x y ) x (x y )
D f(x y)

(x y )

 



   

، تابع فوق 8، بنابراین با توجه به نکته تر از صورت بوده و مخرج همگن است شود که درجه مخرج بیش براي این تابع نیز دیده می

),در نقطه  )o o  صحیح است 3ناپیوسته است و در نتیجه گزینه.  

  .صحیح است» 2«گزینه   -65

x),با توجه به تابع چگالی  y) براي محاسبه جرم ناحیه فوق داریم :  

 
D D

,(x y)dA x ydA     جرم  

است، بهتر است که مسأله را در مختصات قطبی حل کنیم ولی قبل از آن بهتر است که براي  به صورت دایره Dجا که ناحیه  ز آنا 

  : که داخل قدرمطلق هسند را تعیین کنیم، لذا داریم yو  xهر ناحیه علامت 

 
1 2 3D D D

(x y)dA (y x)dA ( x y)dA          جرم  

 
3

2 2 22 2

2

b b b

a a a
r (cos sin )dr d r (sin cos )dr d r (sin cos )dr d

 





                    o

   

 
3

2 2 2

2

b

a
r dr (sin cos )d (sin cos )d (sin cos )d

 





                         
   o

   

 
3

3 2 2

2
3

b

a

r
(sin cos ( sin cos ) (cos sin )

 




                              o

   

 
3 3

3 32 2 2 2
3

b a
( ) (b a )
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  .صحیح است» 3«گزینه    - 66

  : با توجه به معادله مرزها بهتر است که از تغییر متغیرهاي زیر استفاده کنیم

 2

2

1
2

,

,

y x(u v)
y y

J (x y)
xx


  

2و        
2 4

1 3

u xy u

y vv
x

              

   

 
2

2
1 3 1

33
y x

J
J x Vy

       

  : با جایگذاري ژاکوبین محاسبه شده و تغییر متغیرهاي ذکر شده داریم

 ا
3 4 3 4 3 4

2 3 31 2 1 3 1 2

1 1 1 1 1 4 8
3 3 3 9 273

dv
du dv dudv du

vv v v

                    انتگرال  
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  : کنیم براي فهم بهتر ناحیه خواسته شده را به صورت زیر ترسیم می

  

  

  

  

  

  : براي محاسبه حجم داریم

 
R R

V dv dz dx dy     

zاز  zشود که  با توجه به شکل، دیده می  o  2تا 2z x y   تغییرات دارد و تصویر محلی تلاقی دو رویه فوق در صفحه

xy ،
2 2

2 2

z x y

a x y

            

2دایره   2 2x y a  باشد، لذا داریم می :  

 
2 2

2 2x y

D D

V dz dx dy (x y )dx dy


    o
   

  : با حل در مختصات قطبی داریم

 
2 2 22 3 3a a a

V r r dr d r dr d r dr d
                       o o o o o o
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4 4

2
4 2

a

r a
V ( )

        o
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2به صورت  xبا توجه به این که حدود متغیر  2 2x a y z   o توان نتیجه گرفت که مرز ناحیه  باشد، بنابراین می می

R به شکل زیر است :  

  و به مرکز مبدأ است  aکره به شعاع  یک نیم Rرز ناحیه م

2 2 2 2 2 2 2
,x a y z x y z a x        o   

2به صورت  yzبر صفحه  Rاز طرفی تصویر ناحیه  2 2y z a  طور که در صورت سؤال نیز  خواهد بود که در این صورت همان

2به صورت  zو  yمشخص است تغییرات  2y a z  o  وz a o باشد می .  

  : یک ربع دایره به شکل زیر است) yzي  بر صفحه Rتصویر ( Dبنابراین ناحیه 

  

  

  

  

براي این منظور با توجه به . کروي است و با توجه به تابع زیر انتگرال را در مختصات کروي حل کنیم Rبا توجه به این که ناحیه 

aمعادله کره    براي حدود تغییرات داریم :a  o   

zاز طرفی با توجه به این که  a o باشد براي حدود تغییرات  می داریم :
2


  o   

: داریم مشخص شده در بالا براي حدود تغییرات  Dن با توجه به ناحیه و همچنی
2


  o   

 
4 42 32 2 2 2

2 4 8
a a a a

p(p sin )dp d d d sin d p dp L
     

                
                  

o o o o o o انتگرال  
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  .صحیح است» 2«گزینه    -69

  : هاي جدید انتگرال داریم اسبه کرانها را عوض کنیم، لذا براي مح براي محاسبه انتگرال خواسته شده باید جاي دیفرانسیل

 
1

1

2
11 2

,

sin y x y sin x
sin y x

y sin x
y xy




                      
oo

   

yبنابراین یکی از مرزها  sin x باشد و داریم می :  

  

  

  

22 1
sin x

cos x cos x dy dx


  o o
   انتگرال 

 
21 2

ــیر  ــیر متغیــ 22 تغیــ 1
1 2

2

cos x u sin x cos x dx du

sin x cos x cos x dx
x u

    
  

    

 

o
o

 

  انتگرال 

 
31
2

2

1

2

1 1 1 2 2 1
2 3 3

u du u ( )       انتگرال  
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  : با توجه به چگالی داده شده براي محاسبه جرم داریم

 
R

(a )dv     جرم  

  : کره است بهتر است از مختصات کروي استفاده کنیم و لذا داریم به شکل نیم Rجا که ناحیه  از آن

 

2 22

4 42 2 32

 جرم

2 1
12 6

a

a

(a ) sin d d d

a a
d sin d ( a )d ( )( )







       

                                   

  

  

o o o

o o o

      
2

2

a           

o

o

o
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  .صحیح است» 3«گزینه    -71

ها zشود، خط موازي محور  طور که در شکل دیده می کنیم، همان را به صورت تقریبی به شکل زیر رسم می Rبراي فهم بهتر ناحیه 

zاز   o  4وارد و ازz x  بر صفحه ) محل تلاقی استوانه و صفحه(شود و تصویر ناحیه هاشورخورده  ارج میخxy داخل ،

2دایره  2 9x y  باشد، لذا داریم می :  

 
4

4 4
x

R D D D D

dv dz dA ( x)dA dA x dA


         o
  حجم  

xبا تبدیل (زوج است  xنسبت به  Dناحیه  x توان گفت که ناحیه  که می ا اینشود و ی معادله عوض نمیD  نسبت به محور

x  o و تابع زیر انتگرال یعنی ) متقارن استx  نسبت بهx فرد است و لذا داریم :
D

x dA  o   

  

  

  

  

  : بنابراین

 4 9 36)    4مساحت 4
D

dA (D    حجم  

  .اگر انتگرال فوق را در مختصات قطبی نیز حل کنیم به همین جواب خواهیم رسید: تذکر

  .صحیح است» 3«گزینه    -72

2yکه  Dبا توه به تابع زیر انتگرال بهتر است که از مختصات قطبی استفاده کنیم که در این صورت مرزهاي ناحیه  x  و

y x شوند ند در مختصات قطبی به شکل زیر تبدیل میهست :  

 
2 2 2

2

4

sin
y x r sin r cos r tg sec

cos

y x r sin r cos
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  : داریم و  rدر پایین براي تغییرات  Dبا توجه به شکل ناحیه 

  

  

  

  

 
4

r tg sec        

o

o
   

 
1

24 42
4

2 1
sec tg

(r ) (r dr d ) (sec tg )d sec
  



           o o o

o

  انتگرال  

  : توانستیم از مختصات دکارتی نیز استفاده کنیم و به جواب برسیم، به صورت زیر رال میبراي حل این انتگ: تذکر

 
1 1 1 11 1 1 1 1

2

1 1
u dv

x

x

y
sin h dx (sinh sinh x)dx sinh dx sinh x dx

x
           o o o o

  انتگرال  144424443

 
11 1 1 1 2

2

1 1
1 1 1 1 2 1

1

x dx
sinh x sinh x sinh sinh x

x

   

                            
o

o o
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  . یک مربع با قطرهاي موازي محورهاي مختصات به شکل زیر است Dشکل ناحیه 

  

  

  

  

  : و تابع زیر انتگرال بهتر است از تغییر متغیرهاي زیر استفاده کنیم Dجه به ناحیه بنابراین با تو

 
2 2

2 2

u x y u

v x y v
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1 11 121 1 2

,

,

(u v)
J

J (x y)


     


   

 
2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

1 1 2 4 2
2 2

u ue ( du dv) dv e du (e e ) sinh

   

                انتگرال  
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کنیم و سپس آن را به صورت  است را رسم می 2Dو  1Dرا که خود مجموع دو ناحیه  Iتوصیف شده در  Dابتدا شکل ناحیه 

dx dy کنیم توصیف می .  

  : نیمک را به صورت زیر رسم می 2Dو  1Dهاي  بنابراین ابتدا هر یک از ناحیه

  

  

  

  

  

  

 1 1
2

y x

D :
x

     

o

o
  انتگرال اول سمت چپ تساوي  

 

2 2 1
2

1 2
2 2

,

,

x y y

x x

     

o
             2Dمرزهاي ناحیه  

2

2

1

1 2
2 2

y x

D :
x

      

o
  انتگرال دوم سمت چپ تساوي  
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21 1
2 2

y

y x y
,I f(x y)dx dy



 
  o  

  .تصحیح اس» 4«گزینه    -75

26yابتدا براي فهم بهتر شکل ناحیه موردنظر را که داراي مرز  x x  کنیم است به صورت زیر رسم می :  

 y  o    2و 2 2 2 2 2 26 6 6 9 9 3 9y x x y x x y x x y (x )                

  

  

  

  

  

3xجا که خط  از آن   محور تقارن ناحیهD 3قل بر روي خط است، مرکز ثx  3شود و بنابراین  واقع میx   و براي

  : داریم yمحاسبه 

 

3
26 2

6
31 6 3 36 42

9 9 9
2

x
( x )

( x x )dx



   

   

o o  

26 6

 مساحت      

x x

x
y dy dxM

y
M (D )



 
 o o   
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  : کنیم را به صورت زیر رسم می) Dناحیه ( xyآن بر صفحه  و تصویر Rابتدا براي فهم بهتر ناحیه 

  

  

  

  

  

  

  . اي استفاده کنیم با توجه به تابع زیر انتگرال، بهتر است که از مختصات استوانه
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2جا که تابع زیر انتگرال  از طرفی از آن 2(x y )  نسبت بهz  زوج است و ناحیهR  نیز نسبت به محورz  o ) صفحهxoy (

zبا تبدیل (متقارن است  z بنابراین، ) کند ها تغییر نمی در معادله مرزها و تابع زیر انتگرال، ضابطهz  o  در نظر

zها از zبه این ترتیب خط موازي محور . کنیم ضرب می 2گیریم و پاسخ را در  می  o  2وارد و از کره 24z a r   خارج

  . گردد می

 
2 2 2

2 2 2

4 2
2

x y a r a
a r a

x y a r a

    
  

    
 

 تصـــؤیر کـــره بـــر صـــفحه

ــفحه   ــر صـ ــتؤانه بـ ــؤیر اسـ  تصـ

xy

xy



   Dمحاسبه ناحیه : 

 
2 22 2 4 2 22 3 2 2

0 0 0 0
2 2 4

a a r a

a
(r )(r dz dr d ) r a r dr d

  
         انتگرال  

 
2 2 23 2 2 3 2 22 4 4 4

a a

a
( d )( r a r dr) r a r dr


       o o

   

2ییر متغیر براي محاسبه انتگرال فوق از تغ 24a r u  کنیم، لذا داریم استفاده می :  

 
23

2
2

r a u a
du r dr

r a u

          o
   

 
2

2 2 2 2 2
3

14 4 4 4
2

a

a a
r a r (rdr) ( a u) u( du)


      

o
  انتگرال  

 
2 1 3 3 53 2 2 5 5 52 2 2 2

238 2 18 3 442 4 2 2 8 3 3
3 5 5 5

a
a

( a u u )du ( a u u ) ( a a ) a          o
o

  انتگرال
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  : کنیم را به صورت زیر رسم می Rبراي فهم بهتر ناحیه 

  

  

  

  

  

 zو حدود تغییرات  Rبه ناحیه فوق بهتر است که براي محاسبه حجم  با توجه
2 2

2 25
4

x y
z (x y )

         
بهتر  

  : داریم و  rاي استفاده کنیم که براي به دست آوردن حدود  است که از مختصات استوانه
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2

2
2

5
5 4 5 4 1 2

4

: z r
z z z z z r

r
z

 
         


 

 کــره

  ســــهمیگؤن



    

2rداخل دایره  xyبر صفحه  Rبنابراین تصویر ناحیه    است، یعنی
2

2

r      

o

o
  : بنابراین داریم. 

 
2

2

32 2 5 2 2 2

4
5

4
r

r

R

r
dv r dz dr d (r r )dr d

  
           o o o o

  حجم  

 
33 42 2 2 2 2

2
1 25 2 5 5 5 4

4 3 16 3
r r

( d ) (r r )dr ( r ) ( )
                        

 o o
o

  حجم

  .صحیح است» 3«گزینه    -78

  : کنیم رت زیر رسم میرا به صو Dابتدا براي فهم بهتر ناحیه 

  

  

  

  

 

  

اي  که یک دایره است و با توجه به تابع زیر انتگرال بهتر است که از مختصات استوانه xyبر صفحه  Dبا توجه به تصویر ناحیه 

2zها از zشود که خط موازي محور  از طرفی با توجه به شکل بالا دیده می. استفاده کنیم r  4از وارد وz  شود و  خارج می

  : داریم xyبر صفحه  Dبراي به دست آوردن تصویر ناحیه 

 
2 2

2 2
2

4
4

2

x,y
rz x y

x y
z



                   

o
o

o
   

 
2

2 4 2 2 22 22 4
r

(r cos )(r dz dr d ) r cos ( r )dr d
 

          o o o o
  انتگرال  
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3 52 2 22

22 2 64 64 1282 4 8 1
3 5 3 5 15
r r

( cos d )( r ( r )dr) sin ( )


                            
 o o

oo
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  : بهتر است که از تغییر متغیرهاي زیر استفاده کنیمو تابع زیر انتگرال  Dبا توجه به مرز ناحیه 

  

در مختصات جدید    Dمرزهاي ناحیه 

1 1x y u

y v

x u v

          

o o

o

          

 
u x y

v y

   

   

 
1 11 1 11

,

,

(u v)
J

J (x y)


    
 o

   

1 u v
tg( )dv du

u
  o o

  انتگرال  

 
21 1

1
11 1

2 2

u
v u

uLn cos du uLn cos du Ln cos Ln cos
u

             o o
o o

  انتگرال

  .صحیح است» 2« گزینه   -80

کافیست  xoyبراي محاسبه فاصله مرکز ثقل جسم همگن از صفحه . کنیم را به صورت زیر رسم می Rبراي تصور بهتر شکل ناحیه 

  : را بیابیم، لذا داریم zکه مقدار 
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 xy R

R

z dvM
z

M dv
 

 
 

   

ابتدا انتگرال 
xy

M z dv  کنیم که براي محاسبه این انتگرال، با توجه به مرز ناحیه  را محاسبه میR  و تابع زیر انتگرال

  : اي استفاده کنیم، لذا داریم باید از مختصات استوانه

 
2 2

2 2 4 2 2
4

,
x y z

x y r
z

             

o o  تصویر ناحیهR  بر صفحهxoy   

2zها از zشود که خط موازي محور  یبا توجه به شکل بالا دیده م zبراي محاسبه حدود تغییرات  r  4وارد و ازz   خارج

  : شود می

 
2

2 2 4 2 2 41 16
2xy r

M z r dz dr d r( r )dr d
 

        o o o o
   

 
62 2 5 2

2
1 1 6416 2 8
2 2 6 3

r
( d ) ( r r )dr ( ) r

                 o o
o

   

  . کنیم یاي همانند بالا محاسبه م را به صورت زیر و با استفاده از مختصات استوانه Rحال، حجم ناحیه 

 
2

2 2 4 2 2 2 22 34 4
r

M r dz dr d r( r )dr d d ( r r )dr
                         o o o o o o

   

 
4

2
2 64

832 2 8
4 8 3

xy
Mr

M r z
M


               o
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xنسبت به محور  Rکه ناحیه  با توجه به این  o ) صفحهyoz ( متقارن است) با تبدیلx x کند معادله مرز تغییر نمی (

فرد است، بنابراین انتگرال  xنسبت به  xجه به این که تابع و همچنین با تو
R

x dv برابر صفر است .  

z(xoy)نسبت به محور  Rکه  از طرفی با توجه به این  o  با تبدیل (متقارن استz z و ) کند معادله مرز تغییر نمی

sinتوجه به این که تابع همچنین با  z  نسبت بهz  فرد است، بنابراین انتگرال
R

sin z dv برابر صفر است .  

  : با توجه به توضیحات بالا داریم

 3 34 82
3 3

) ( a ) a   2حجم 2 2
R R

( x sin z)dv dv (R       
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  .صحیح است» 4«گزینه  .82

  : کنیم را به صورت زیر رسم می Rناحیه  براي تجسم بهتر

  

  

  

  

  

  . کنیم اي به صورت زیر استفاده می از مختصات استوانه Rبا توجه به معادله مرز ناحیه 

 
2

2
,

r

x y

        

o
o

o
2و     2 4x y    تصویرR  بر صفحهxoy   

zها از zجا که خط موازي محور  از آن  o  وارد و ازz r شود داریم خارج می :z r o   

 .
2 2 22 22 2 2

r

R

v dv r dz dr d r dr d ( d )( r dr)
  

             o o o o o o o
.   

 
3 2

8 4
2 3 2 3 3

r
v ( )

           o
  

  .صحیح است» 3«گزینه    - 83

با توجه به انتگرال 
1
f(x)dxo

1xبه صورت  xهاي  کران  o 2باشد، بنابراین در انتگرال  می

1

x
tf(x) e dt   کران

21تر از کران پایین است و لذا آن را به شکل  بالا کوچک
t

x
f(x) e dt نویسیم، بنابراین داریم می :  

 21 1 1
t

x
I f(x)dx e dt dx   o o

   

  : م، لذا داریمها را عوض کنی براي حل باید جاي دیفرانسیل

 2 2 21 1
1

1 1 1
2 2

t
t t tI e dx dt te dt e ( e)       o o o

o
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  .صحیح است» 4«گزینه    - 84

  : گیري را عوض کنیم، لذا داریم قابل محاسبه نیست، باید ترتیب انتگرال yبا توجه به این که تابع اولیه نسبت به 

  

  

  

  

  

24

2

,

,

y x y

x x

      

o

o
مرزهاي ناحیه  

24

2

y x
D

x

      

o

o
   

 
2 24 4 4 4 24 1

4 4 2 2
y yy

y( y)e e
x dx dy dy e dy

y ( y)

 
  

    o o o o
  انتگرال  

 2 8
4

1 1 1
4 4

ye (e )  
o

  انتگرال

  .صحیح است» 3«گزینه    -85

xها از xهر خط موازي محور   o  1وارد و ازx y z   1شود و بنابراین  از ناحیه خارج میx y z   o 

yناحیه محدود به خطوط  yzبر صفحه  sاست و تصویر ناحیه   o  وz  o  1وy z  است و بنابراین داریم :  

  

  

  

  

 
1 1 1 2z y z

z dx dy dz
  

   o o o
انتگرال  

1

1

y z

z

      

o

o
   

 
1 1 12 2 2

1
11
2

z
z

z ( y z)dy dz z y y zy dz


             o o o
o

  انتگرال 

 
1 12 2 2 2 21 1 1 11 1

2 2 2 6
z z ( z) z z dz z z z dz
                        o o o

  انتگرال 
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  .صحیح است» 3«گزینه    -86

zها از zخط موازي محور   o شود و تصویر شکل بر صفحه  وارد و از رویه خارج میxy  2داخل دایره 2 1x y   ،است

  : بنابراین داریم

 2 2
1

1
2 2 1

x y

D D

dA
dz dA

x y
  

     o
  حجم  

  : و تابع زیر انتگرال با استفاده از مختصات قطبی داریم Dبه ناحیه با توجه 

 
2 1 2 22

2

1
1 21 2
2 21

rdrd Ln
Ln(r ) d d Ln

r

  
       

   o o o o
o

  حجم 
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  : کنیم ابتدا خط را به صورت زیر پارامتر می

 1t o    و
1 1 1 11 1 2

1 1 21 2 1

, ,
, ,

, ,

A( ) x y z
AB ( ) t

B( )

         

uuuro
   

 
1 1 11 2 1 2

2
(t )dt ( t )dt t( dt) tdt       o o

1لانتگرا  1

2 1

,

x t

y t t

z t

        

o  

  .صحیح است» 4«گزینه    -88

  : کنیم را که در جهت مثلثاتی است به شکل زیر رسم می Cابتدا مسیر حرکت 

  

  

  

  

  : بسته است، بنابراین با توجه به قضیه گرین داریم Cجا که مسیر حرکت  از آن

 
2

2 4 4 2 2
4C

,

,

P(x y) y Q P
ydx xdy

x yQ(x y) x

           
Ñ   
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2

32 2 2 2 2
2

82 2 2 2 2
3 3

x

x
D

x
dA dydx ( x x )dx x

              o o
o

  تگرالان 

  .صحیح است» 4«گزینه    - 89

zجایی که با تبدیل  از آن z کند، بنابراین ناحیه نسبت به صفحه  معادله کره و استوانه تغییر نمیxy بنابراین . متقارن است

z)واقع است را محاسبه کرده  xyمساحت قسمتی از ناحیه که بالاي صفحه  ) o  ابتدا تصویر . کنیم ضرب می 2و حاصل را در

  : یابیم را به صورت زیر می xyدر صفحه  (S)سطح خواسته شده 

 2 2 2 2 2 29 9 3 93 3
4 4 2 4

x y y x y y x (y )             تصویر سطح در صفحهxy   

3یک دایره به شعاع  xyتصویر سطح مورد نظر در صفحه 
2

3و مرکز  
2

,( )o است .  

  

  

  

  

دانیم که براي محاسبه مساحت خواسته شده باید انتگرال   از طرفی می
S

ds  را محاسبه کنیم، بنابراین در این مرحله باید براي

2کره  2 2 9, ,f(x y z) x y z     o  مقدارds را همانند زیر محاسبه کنیم، لذا داریم :  

 2 2 2 2 2 22 2 2 4 4 4 2 6, ,f ( x y z) f x y z x y z             

 

6 32 22 2 9 2 2 2 22 9 9

f
f k z (x y ) ds dA dA dA

f k (x y ) (x y )


         

     

   

2 2

32
9S D

ds dA
(x y )

 
 

   مساحت  

  : براي حل انتگرال فوق با استفاده از مختصات قطبی داریم

3r sin       

o

o
ــکل     ــه ش ــه ب ــا تؤج  ب

ــالا ــه     در بــ D ناحیــ
 2 2 23 3 3D : x y y r r sin r sin          
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xجایی که در انتگرال بالا با تبدیل  از آن  x ناحیه (کند  در تابع زیر انتگرال و معادله دایره، ضابطه تغییر نمیD  نسبت به

xمحور   o توانیم محاسبه را براي  ، بنابراین می.)متقارن استx  o  ضرب کنیم، لذا در این  2انجام داده و حاصل را در

  : داریم و  rبراي حدود  صورت

  

  

  

  

 
3

2

r sin        

o

o
   

 
3 22 2

2

33
4 4 3 9

9
sin

sin
r dr d

r d
r

 





     


  o o o
o

  مساحت 

 
2

236 1 36 18 2( cos )d ( sin ) ( )




        o

o
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  : کنیم ابتدا رابطه داده شده بالا را به صورت زیر ساده می

 
xx yy zz

div ( u) u u u u       o   

 2 2 2 22 2 4
x xx

t

u x (x y z ) u (t) x (t)          1444442444443   

  : نیز داریم zو  yبه طور مشابه براي 

 22 4
zz

u (t) z (t)        22و 4
yy

u (t) y (t)       

 2 2 22 4 2 4 2 4u (t) x (t) (t) y (t) (t) z (t)                      

 2 2 26 4 6 4
t

u (t) (x y z ) (t) (t) t (t)               o1444442444443   

v:  دهیم براي حل معادله بالا قرار می (t)    

6گیریم   گرال میانت  34 6
4 2

dv v dv
tv v dt

dt t v t

        o   
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3
2

3 3 3
2 2 23

2
Lnt c Lnt

c LntLnv Lnt c v e c e (t) ce ct
                

  .صحیح است» 4«گزینه    -91

zآوریم که مرز این ناحیه از جایگذاري  را به دست می xyبر صفحه  Sابتدا تصویر   o آید، لذا  در معادله کره فوق به دست می

  : داریم

. و مرکز مبدأ است 2دایره به شعاع  داخل یک Dناحیه  
2 2 2

2 2
2 8

4
x y (z )

x y
z

          o
   

  . کنیم را براي کره فوق محاسبه کنیم، لذا ابتدا شکل کره فوق را به صورت زیر رسم می ndSدر مرحله بعدي باید مقدار 

که  Sآن را براي سطح  Sبه جاي محاسبه این مقدار براي سطح  ndSطور که در شکل نشان داده شده، براي محاسبه  همان

  : یابیم تري دارد به صورت زیر می محاسبه ساده

  

  

  

  

  

dS، 21است، بنابراین با توجه به نکته  xyروي صفحه  Sجا که  از آن dA باشد   میS : ndS kdA     

 
S S S

I curl F n dS curl F n dS curl F k dA
 

           

curlپارامتر  F K  معادل محاسبه مؤلفه سومcurl F همانند زیر است :  

 2 ــطح2 3 رؤي س 2 3 2yz S
z

Q P
curl F K x e y cos xz curl F K x y

x y



 

        
  o   

 2 23 2 3 2
S S S

I ( x y)dA x dA ydA
  

         

 yنسبت به  2yجایی که تابع  متقارن است و از آن yو  xنسبت به محورهاي ) است xyر کره در صفحه که همان تصوی( Dناحیه 

2فرد است، بنابراین 
S

y dA


 oلذا ، :  

 
2 2 2 22 2 2 33 3 3

S

I x dA (r cos ) (rdrd ) ( cos d )( r dr)
 



           o o o o
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42

2
3 31 2 4 12
2 4 2

r
I ( cos )d ( )( )


                 

o
o
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و برابر شار برونس
S

F n dS جا که سطح  است، و از آنS بسته است با استفاده از قضیه دیورژانس داریم :  

 
S D

F n dS div F dv     شار  

 
2 2 2

3 3 3 2 2 2
2 2 23 3, ,

x y z
F ( x y z ) div F ( x y z )

a b c

                  
   

  : گانه فوق با استفاده از تغییر متغیرهاي بیضوي داریم براي حل انتگرال سه

 2

1

2

,

x a sin cos

y b sin sin J abc sin

z c cos

                                      

o

o

o

   

 
2 1 2 23 (abc sin )d d d
 

         o o o
  شار  

 
2 1 4 123

5
abc d sin d d abc kabc

                            o o o
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  : آوریم بین دو معادله داده شده، به صورت زیر به دست می yرا با حذف  cابتدا رابطه مربوط به خم 

 
2 2

2 2 2
1

2 44

x y x z

x y z

       

   



  )1(هاي ریاضی عمومی  مجموعه آزمون
 

WWW.SANJESH.IR      
 

«74» 

  : کنیم ارامتري میمعادله بیضی فوق را به صورت زیر پ

 

2

2 2 2 2
2

, ,

x cos t

y cos t c : R(t) ( cos t cos t sin t)

z sin t

     

   

1جایی که در  از آن
8

,اول فضا   ,x y z  o است، لذا داریم :
2

t


 o   

 2 2 22 2 2 2 2 4 2, ,R (t) ( sin t sin t cos t) R (t) sin t sin t cos t             

 2
2

2 2 2 2 4 2 4 2 1( cos t cos t sin t)( )dt ( sin t cos t) ( )




      o

o

  انتگرال 

  .است صحیح» 3«گزینه    -94

  : کنیم را به صورت زیر رسم می خم 

  

  

  

  

  : توانیم از قضیه گرین استفاده کنیم، لذا با استفاده از تعریف داریم باز است نمی جایی که خم  از آن

 3( sin t)( sin t dt) (cos t)(cos t dt)


   o
انتگرال  

x cos t dx sin tdt

y sin t dy cos t dt

        

   

 
2 2 23 1 4 1 2 1 2

2 2 1

(cos t sin t)dt ( sin t)dt ( ( cos t))dt

( cos t )dt

  



     

  

  



o o o

o
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3یک بیضی و در نتیجه بسته است، ابتدا پایستاري میدان  Cکه خم  با توجه به این 2 3 2 22 3, ,F( xyz x z x yz را بررسی  (

  : کنیم، لذا داریم می
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3 2 3 2 22

i j k

curl F
x y z
xyz x z x yz

  
 
  

o   

  . در یک خم بسته برابر صفر استلذا کار آن . پایستار است Fبنابراین میدان 

بایستی از طریق حل پارامتري و یا استفاده از قضیه استوکس مسئله را حل  بود، می پایستار نمی Fاگر در این سؤال میدان : تذکر

  .کردیم می

  .صحیح است» 2«گزینه    -96

معادله سطح مورد نظر را به شکل 
3
22

3
f x z   o گیریم در نظر می .  

  . باشد که در صورت سؤال به صورت مستطیل مشخص شده است می Dناحیه  xyویر سطح موردنظر بر صفحه تص

 
1

1 2

x

y

    

o
   

  : مربوط به سطح فضایی فوق داریم dSدر مرحله بعد، براي محاسبه 

 1g k       و
1
2 1 1, ,g (x ) g x      o   

 1
S D

dS x dA      1مساحت
g

dS dA x dA
g k


    

 
    

 
32 1 2 1
2

1 1

1
2 21 1 1 2 2 13 3x dx dy dy x dx (x ) ( )

                   o o
o
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  : است، لذا با استفاده از قضیه گرین داریم) مثبت(بسته و جهت حرکت روي آن مثلثاتی  Cخم 

 2 2 2 23 3 3Q
x y (x y )

x y

 
      

 
   

 
2 22 2 2 3

1 1

453 3 3
4

D

I (x y )dA r r dr d d r dr
                          o o
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  : بسته است، با استفاده از قضیه دیورژانس داریم Sجایی که سطح  از آن

 
S R

F n ds (div F)dv  
r r   

 2 2 2

R

(x y z )dv    2انتگرال 2 2 2 2 2
, ,F (xz yx zy ) div F x y z        

z)بالایی  که قسمت Rبا توجه به تابع زیر انتگرال و با توجه به مرز ناحیه  ) o  2کره 2 2 2x y z a    است بهتر است

  : که از مختصات کروي استفاده کنیم، لذا داریم

 
2

2

a

z

            

o

o o

o

   

 
2 22 2 42 2

a a

( sin )d d d d sin d d
 

                              
     o o o o o o

  انتگرال 

 
5

522 1
5 5
a

a


   کار  
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جایی که  توانیم از حل پارامتري استفاده کنیم، اما از آن می R(t)کار میدان داده شده، با توجه به خم  براي محاسبه

curl F  o و میدان پایستار است، بهتر است که از تابع پتانسیل به شکل زیر استفاده کنیم :  

.   باشد، بنابراین پایستار است می ¡F ،2چون دامنه تعریف میدان  
1 1 1

i j k

curl F
x y z

  
  
  

o   

را حذف کرده و از باقیمانده  zو  yجملات شامل  Pاز عبارت  طور که قبلاً هم گفته شد، براي محاسبه تابع پتانسیل از  همان

انتگرال  yکنیم و از باقیمانده جملات نسبت به  صرفنظر می zاز جملات شامل  Qو در  گیریم انتگرال می xجملات نسبت به 

  . گیریم می

  : گیریم، مجموع حاصل سه انتگرال فوق برابر تابع پتانسیل است، لذا داریم انتگرال می zنیز از جملات نسبت به  Rو در 
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2 2 2

2 2 2

, ,

, , , ,

, ,

P(x y z) x
x y z

Q(x y z) y (x y z) c

R(x y z) z

         

   

 
2 21 11 1

2 2 8 2 8R
, , , ,F dr ( ) ( ) ( ) ( )
  

         o o o  
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  . کنیم را به صورت زیر رسم می sابتدا شکل سطح 

  

  

  

  

  

  

  

1xاز تلاقی صفحه  yzبر صفحه  sتصویر سطح    2و مخروط 2x y z  شود به صورت زیر محاسبه می .  

  . مرکز مبدأ است و به 1اي به شعاع  داخل دایره yzبر صفحه  Sتصویر سطح 

  2 2
2 2

1
1

x
y z

x y z

       

   

  : پردازیم براي مخروط فوق به صورت زیر می dsدر مرحله بعد به محاسبه 

 2f i x         2و 2 2 2 2 2x, , , ,f( y z) x y z f ( x y z)        o   

 2 2 2 2 2 2 2 24 4 4 2 2 2f x y z x y z (y z )           

 
2 2

2 2

2 2 2
2

f (y z )
ds dA dA dA

f i y z

 
  
  

   

  : بنابراین داریم

 2 2 2 2
S D

x ds (y z ) dA     
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  : بنابراین داریم. کنیم براي محاسبه این انتگرال از مختصات قطبی استفاده می

 1r o    2وD :    o   

 
2 1 2 12 3 22 2

2
r (r dr d ) d r dr

                   o o o o
  انتگرال 
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f(r)اگر ) 2نکته (به خصوصیت بیان شده در مبحث دیورژانس با توجه   باشد، داریم :  

 div ( r) ( r) r r         
r r r r   

r
(f(r)) f (r)

r
   

r
   

1r: با توجه به صورت سؤال داریم  .بنابراین :  

 1 3
2
1r r

(r ) r r
r rr

      
r r r   

,که  به اینبا توجه  ,r (x y z)
r  برايdiv r داریم :  

 1 1 1 3div r r     
r r   

 1 1 3 1 3r
div ( ) (r ) r (r ) r r r r (r )( )

r
            

r r r r r   

 1 12 23r r r r
div ( ) r r

r r
     

r r r
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  : کنیم باشد را به صورت زیر رسم می می ..توصیف شده در بالا که داراي مرز  Sسطح 

  

  

  

  

  

  : کنیم است را به صورت زیر توصیف می Cو  A ،Bرا که در واقع صفحه شامل نقاط  Sسطح 

 1 3 2 6
2 3 6
x y z

g : x y z        o   
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  : براي محاسبه کار میدان بالا با استفاده از قضیه استوکس داریم

 
S

F dr curl F n dS

   Ñ   

zرا با جایگذاري ) Dناحیه ( xyبر روي صفحه  Sطح ابتدا تصویر س  o  در صفحهg یابیم به صورت زیر می :  

  

  

  

  

  

  

 3 2 6D : x y     

  : به صورت زیر محاسبه کنیم Sرا براي سطح  nو  dSحال باید 

 3 2 1, ,
g g

ds dA nds dA nds ( )dA
g k g k

 
    
   

gو   
n

g





   

 3 2 1 1, ,g ( ) g k        

 2 1
2

, ,

i j k

curl F ( )
x y z

x x z y z

  
 
  
  

o   

 2 37 212)


   2مساحت 1 3 2 1 7 7
D D

, , , ,( ) ( )dA dA (D     oانتگرال کار  
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2طور که قبلاً هم اشاره شد انتگرال فوق در واقع شار میدان  همان 2 21, , , ,F(x y z) (xz y x y x y z)     است و

  : رفی با توجه به قضیه دیورژانس داریماز ط

 2 2 2divF x y z   
S R

F nds div F dv    انتگرال   

z)کره فوق است  که سطح بالایی نیم Rبا توجه به تابع زیر انتگرال و ناحیه  ) o  ،بهتر است که از مختصات کروي استفاده کنیم

  : لذا داریم
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2

2
2

            

o

o

o

   

 
2 2 2 22 2 42 2 64

5( sin )d d d d sin d d
 

                               
     o o o o o o

  انتگرال 
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curlپایستار باشد، لذا باید  Fکه انتگرال کار مستقل از مسیر باشد، باید میدان  براي این F  o و داریم :  

 
x x

i j k

curl F
x y z

e cos y ayz axz be sin y cxy az

  
 
  

  

o   

. را دارداین خصوصیت  1فقط گزینه 

1x x

cx ax c a

ay cy a c

az e sin y az be sin y b
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  : دایره به صورت زیر است شکل سیم نیم

  

  

  

  

xجا که خط  و از آن  o بنابراین . محور تقارن این سیم استx  o شود و براي محاسبه  ها دیده می باشد که در همه گزینه

y داریم :  

 x C

C

y dsM
y

M ds


 






   

tرا به صورت پارامتري  Cهاي بالا خم  براي محاسبه انتگرال  o  و,C : R(t) (cos t sin t) نویسیم، لذا داریم می :  
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 2 2 1,R (t) ( sin t cos t) R (t) sin t cos t ds R (t) dt dt             

 2 1 2 1 2 4
x C

M y ds ( sin t) sin tdt ( sin t cos t)dt
 

          o o
   

 42 1 2 2
2 2C

M ds ( sin t)dt ( ) y
( )

 
       

 o
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  : توانیم از قضیه گرین استفاده کنیم، لذا داریم بسته است می Cکه خم  با توجه به این

 
2 2

2 2
2 2

2 3 2 2 3 2
3

,

,

P(x y) x sin y y Q P
xy cos y xy cos y y y

x yQ(x y) x y cos y x

               

   

 3 2 3 2
D D D

I ( y)dA dA ydA         

  : یمکن را به صورت زیر ترسیم می Dبا توجه به رئوس ذوزنقه فوق، سطح 

  

  

  

  

  

yنسبت به خط  Dشود که سطح  دیده می  o  متقارن است و تابع زیر انتگرال دوم نسبت بهy  با تبدیل (فرد است

y y بنابراین .) شود ضابطه قرینه می
D

ydA  o و داریم :  

 2 4 13 9
2

( )
)

 
  3مساحت 3

D

I dA (D    
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  : کنیم مورد نظر را به صورت زیر ترسیم می Sبراي فهم بهتر سطح 

  

  

  

  

  

  

2بین دو دایره  xyشود، تصویر سطح بر صفحه  طور که در شکل هم دیده می همان 2 1x y   2و 2 4x y  باشد می .

  : براي سطح مشخص شده بالا داریم dSبراي محاسبه 

 2 2 2 2 22 2 2 2 2, ,g : z x y g ( x y z) g k z x y             o   

 2 2 2 2 24 4 4 2 2g x y z (x y )         

 
2 2

2 2

2 2 2
2

g (x y )
dS dA dA dA

g k (x y )

 
  
  

   

  : داریم Sبنابراین براي محاسبه سطح 

 2 4 3 2) ( )   2مساحت 2
S D

dS dA (D    سطحS  
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  : باشد با استفاده از قضیه دیورژانس داریم بسته می Sجایی که سطح  از آن

 , , , ,F(x y z) (ax by cz) div F a b c       

 4
3

abc(a b c)   )گون حجم بیضی( 

R
R

div F dv (a b c)dv (a b c)        انتگرال  

  .صحیح است» 2«گزینه    -109

21دا پایستار بودن میدان ابت
2

,F x(x y) ( x y)
        

  : کنیم، لذا را بررسی می 
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Q.   پایستار است Fمیدان    P
x

x y

 
   

 
   

),5بنابراین براي محاسبه انتگرال فوق از نقطه  )o  3تا 4,( ) تفاده کنیم، لذاتوانیم از تابع پتانسیل اس می :  

 
2 2

2
2

1
1 3 2 2
2

,

P x(x y)
x y

(x y) x y c
Q ( x y)

           

   

 25 633 4 5 9 18 8
2 2

, ,( ) ( ) ( ) ( )            o o o انتگرال  
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  : کنیم، لذا داریم بسته است از قضیه گرین استفاده می Cجا که خم  از آن

 2 2

D

(x y )dA انتگرال
2

2 2
2

x

y

,

,

P(x y) e yx Q P
(x y )

x yQ(x y) xy e

            

   

  : است به صورت زیر است Cخل خم که ناحیه دا Dسطح 

  

  

  

  

  

 
2r sin       

o

o
ــتفاده از       اســـــــ

ــبی ــات قطـ     مختصـ
2 2 2 2

2

2 1 1

2 2

x y y x (y )

r r sin r sin

             

o
   

 
2 22 2 44
sin sin

r (r dr d ) r dr d sin d
    

           o o o o o
  انتگرال  

 2 1 4 31 2 1 2 2
2 2
cos

( cos ) d cos d
                        
 o o
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  .صحیح است» 3«گزینه    - 111

,بردار  ,R (x y z)
r

Tد و براي محاسبه باش می 
r

  : داریم 

 1 1 2
2 2

C : (t) cos t , sin t, t    
     

o o ــارامتري  شـــکل پـ
C  2 دایــره 2 1

4
x y   هاي به شعاع  دایره

1
2

   

  : داریم Tبراي محاسبه بردار یکّه مماس 

 (t)
T

(t)






r
1و     1 1

2 2 2
, ,(t) sin t cos t (t)

          
o   

 

1 1
2 2

1
2

, ,

, ,

sin t cos t

T ( sin t cos t )

     
   

o
r

o    

 
dx sin tdt

dy cos tdt

    

و    
x yC C

T dR T dx T dy   Ñ Ñ   

 
2 21 1 1

2 2 2C
T dR sin t ( sin tdt) cos t (cos tdt) dt

                        o oÑ  
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  : کنیم ابتدا بردار سرعت را به صورت زیر محاسبه می

 2 212 12v(t) r(t) ( cos t sin t)i ( sin t cos t) j   
r rr r&   

  : دار سرعت برابر است باحال مق

 . 22 2 2 2 212 12 12v(t) v(t) cos t sin t ( sin t cos t) sin tcos t cos t sin t     
r   

 12 6 2v(t) sin t cos t sin t     

2sinترین مقدار  بیش t  باشد، لذا می 1برابر با :  

 2 2 1 6
2 4 4max

t t sin t v v( )
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  .صحیح است» 4«گزینه    - 113

f(x,که تابع  براي این y) 1ي  هدر نقط,( )o  1پیوسته باشد باید مقدار حد تابع در, ,(x y) ( ) o  با مقدار تابع در نقطه

1,( )o کنیم دهیم و براي این منظور دو مسیر زیر را انتخاب می لذا ابتدا وجود حد تابع را مورد بررسی قرار می. برابر باشد :  

 2 2 2 2 21 1

1 1
2 1 2 1(x, y) ( , ) x y

y

(x )y (x )y
lim lim lim

x y x x y x y  


 
  

     o o
o

o o   

1yاگر مسیر : 2مسیر  x   1را انتخاب کنیم، در یک همسایگی,( )o داریم :  

 
2

2 2 2 2 2 21 1 1

1 1 1 1 1
22 1 1 2 1 1 1(x, y) ( , ) x x

(x )y (x )(x ) (x )
lim lim lim

x y x x (x ) x (x ) (x )  

   
  

         o
   

f(x,که از دو مسیر متفاوت دو مقدار مختلف براي حد تابع  با توجه به این y) 1ي  در نقطه, ,(x y) ( ) o  به دست آمد

f(x,بنابراین حد تابع موجود نیست و در نتیجه تابع  y) 1ي  در نقطه,( )o باشد ناپیوسته می.  
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,ي مشتق سویی تابع  براي محاسبه ,f(x y z)  در امتداد بردار یکه, ,u (a b c)
r ي  و در نقطه, ,p(x y z )o o o  با توجه به

  : تعریف داریم

 
u P
f f(p) u (*)   r

uur r   

لذا براي تابع 
2

2
, ,

y
u(x y z) x z

z
   3ابتدا گرادیان تابع در نقطه 2 1, ,(   : کنیم یرا محاسبه م (

 
2

2
2

23 2 1 6 4 5 2, , , , , , , , , , , ,
u u u y y

u( ) ( ) u (x y z) ( ) u(x y z) ( xz x )
x y z z z

  
        

  

ur uuur uuur
   

 12 1 2 2 1 2
3

, , , ,
v

: v ( ) ( )
v

    
rr
r  بردار یکه  

  : داریم (*)ي  با جایگذاري در رابطه

 1 13 2 1 6 4 5 2 1 2 12 4 1 6
3 3v P

, , , , , ,
v

D u u( ) ( ) ( ) ( )
v

         r

r
or  
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. س را باید داشته باشیمیابیم و براي این منظور بردار نرمال صفحه مما ي صفحه مماس بر رویه داده شده را می ابتدا معادله

1ي  که بردار نرمال صفحه مماس بر رویه در نقطه همچنین با توجه به این 2 1, ,( )  با بردار نرمال رویه که همان بردار گرادیان

  : باشد یکسان است، داریم رویه می

 3 1, ,F(x y z) x y xyz     o : رویه  

 1 2 1 1 2 13 1 1 2 2
( , , ) ( , , )

, , , ,n F ( yz xz xy) ( )
 

      
r :ي مماس  بردار نرمال صفحه  

,ي  ي صفحه در نقطه از طرفی معادله ,(x y z )o o o  با بردار نرمال, ,(a b c) برابر است با :  

 a(x x ) b(y y ) c(z z )     o o o o :ي صفحه   معادله  

1لذا با جایگذاري  2 1, ,n ( ) 
r 1ي  و نقطه 2 1, ,p( ) ي فوق داریم در رابطه :  

 1 1 2 2 2 1 2 2 5(x ) (y ) (z ) x y z         o :ي مماس  ي صفحه معادله  

xها با قرار دادن xي تلاقی صفحه فوق با محور  حال براي یافتن نقطه y  o در معادله داریم :  

 52 2 5
2

x y z z          o o o  
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yناء تابع مقدار انح f(x) برابر است با :  

 3
2 21

y
k(x)

( y )






   

  : کنیم را محاسبه می yو  yلذا ابتدا 

 
1

2

x x

x

x x x

x

x

y e xe y
y xe

y e e xe y

 



  





              

o

o
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  : ي انحناء داریم و با جایگذاري در رابطه

 
 

3 3
2 2 2

2 2 2
22 21 11

x

y ( )
k(x)

( )y ( )



   

 
o

o

o
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ابتدا هر یک از عبارت 
2

2
A

x




و  

2

2
A

y




  : کنیم را محاسبه می 

 

2
2 2

2

2
2 2 2

2

2 2

4 2 4 2

, , , ,

, , , ,

A A
( xy y z ) ( y )

x x

A A
(x yz xyz ) ( z xz )

y y

            

o o o

o
   

  : و لذا با ضرب خارجی دو عبارت فوق داریم

 
2 2

2
2 2

2
2 4 8

4 2
, ,

i j k
A A

y ( xyz yz)
x y

z xz

 
    

 


o o o
o

   

2ي  در نقطه 1 2, ,( ) داریم :  

 
2 2 2 2

2 2
2 2 2 232 16 32 16 16 5, ,
A A A A

( )
x y x y

   
       

   
o  
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curlبردار  F برابر است با :  

 2

2

2, ,

i j k

curl F ( yz y z z )
x y z

yz xz xy

  
   
  

o   

5ي  و براي نقطه 1 1, ,( ) داریم :  

 5 1 1 12 1 1 3 2 3 2
( , , )

, , , ,curl F ( ) ( ) j k


         
rr

o o  
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  : دهیم، لذا ي یافتن نقاط بحرانی مشتق تابع را برابر صفر قرار میبرا
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2
3
22
3

,

,

( )

( )

  

o
نقاط بحرانی : 

26 3 2

26 4
3

,
z

x x x x
x

z
y y

y

              

o o o

o o
   

  : حال براي تشخیص نوع نقاط بحرانی داریم

 2

6 6

6
xx

xx yy xy yy

xy

,

z x

f f f z

z

       o

   

 

2 36
36 6 6 36 1
22 36
3

yy
, ,

,

( ) Z
( x) ( x)

( )

                    

o o o

o
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u و v  تابعی ازx  وy هستند، لذا :  

 2 2 2 2
,F : uv x xy G : u v xy y      o o   

uو براي محاسبه 

x




  : با استفاده از تعریف ژاکوبی داریم 

 

2
2

2 2

x v

x v

u v

u v

,

,

,

,

(F G) F F x y u

G G y v(x v)u
(*)

x (F G) F F v u

G G u v(u v)

 


    
 



   

2xي  از طرفی براي نقطه   5وy    3وu  داریم :  

 2 2 5
3 3 4 1 2 3x , y

u
uv x xy v v

 


        o o o   

  : داریم (*)ي  و با جایگذاري در رابطه

 

1 3
5 2 2 3 4 3 5 3 9 3 3

24 6 18 22 3 3
2 3 4 3

u
x
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  : حجم ناحیه مورد نظر برابر است با

 
2 21

2 21(a x )
a

D D

v dz dA (a x )dA
a


    o

   

2ي  است دایره xyي  صویر حجم مورد نظر بر صفحهکه ت Dي  از طرفی ناحیه 2 2x y a  باشد، لذا براي محاسبه انتگرال  می

  : دوگانه فوق بهتر است که از مختصات قطبی استفاده کنیم، بنابراین

 2
,

,

x r cos r a

y r sin

          

o
o

   

 
2 2 22 2 2 3 21 1a a a

v (a r cos )r dr d ar dr d r cos dr d
a a

  
             o o o o o o

   

 
2 2 2 31a a

v ( d )( ar dr) ( cos d )( r dr)
a

 
        o o o o

   

ي انتگرال  براي محاسبه
2 2cos d


 o
2ي  از رابطه 

1 2
2
cos

cos
 

  داریم :  

 
2 22

2
1 2 1 1 2

2 2 4
cos

cos d ( )d ( sin )
 


 

          o o
o

   

 
2 4 3

3 3
0

32 2 4 4 4
a

a
ar r a

v | a a
a
 

        
o
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  : صات قطبی استفاده کنیم، لذاگیري داده شده بهتر است که از مخت ي انتگرال با توجه به تابع زیر انتگرال و ناحیه

  

  

  

  

 
2 3

2

x r cos r

y r sin

            o
   



  )1(هاي ریاضی عمومی  مجموعه آزمون
 

WWW.SANJESH.IR      
 

«90» 

 
2 2 2

2 3 2 32 2 2
2 2

D

x y r
x y dx dy r r dr d ( d )( r dr)

dx dy r dr d

 
           

    o o
   

 
3 3

19 382 23 3 32
r 
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2که میدان برداري  با توجه به این 2
, ,F(x y) (y x ) جزئی  بر روي ناحیه محصور داده شده پیوسته است و داراي مشتقات

  : ي گرین داریم باشد، لذا با استفاده از قضیه داده شده بسته می Dباشد و همچنین ناحیه  مرتبه اول پیوسته می

 
2 2

3 2 2 2
C

D D

x y
y dx x dy ( )dA ( x y)dx dy

x y

 
    

    :ي گرین  قضیه  

  : کنیم داده شده را رسم می Dو براي حل انتگرال دوگانه فوق ابتدا ناحیه 

  

  

  

  : ه فوق عبارتند ازهاي انتگرال دوگان بنابراین کران

 
1 1 12 2 2

1
12 2
2

y

C

y

y dx x dy (x y)dx dy ( x xy) dy




        o o o
o

   

 
1 2 3 2 3

1
1 1 1 12 1 1 2 1
2 6 2 3
( y) y( y) dy ( ( y) y y )

 
           

o
o

o  
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  : برابر است با Fانتگرال کار میدان برداري 

b

C a
F(x , y , z) (P , Q ,R) F.dR pdx Qdy Rdz

F.dR (y z)dx (xz) dy (x)dz

    

   

 
 

  

 
2

1 5 4 2
3

1 2 3,
y x

x F dR x dx (x )( x dx) x( x )dx
z x

         
 o

o   
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6 41 5 3

1
3 1 3 53 3

2 4 2 4 4
x x

( x x )dx ( )      o
o
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),ي  که مقدار حد در نقطه یافتن حد تابع چند متغیره داده شده با توجه به اینبراي  )o o  خواسته شده است و همچنین

2 2 n(x y ) کنیم در مخرج کسر موجود است، از مختصات قطبی استفاده می :  

 
1389 13891389

2 2 5 2 5(x, y) ( , ) x

x r cos r cos r sinx y
lim lim

(x y ) (r )y r sin  

        
o o o

   

  o139کرانداري 1389
r
lim r cos sin


    o

o
o  

  .صحیح است» 2«گزینه    - 126

گیري جدید، ناحیه  هاي انتگرال گیري را عوض کنیم و لذا براي یافتن کران براي حل انتگرال داده شده بهتر است که ترتیب انتگرال

D کنیم داده شده را رسم می  :  

  

  

  

  

 2 2 2 21 1 1 1

1

1

2 1
y y

y y y y

y x y
e dy dx e dy dx ye dy e e



  
        o o

o

  

  .صحیح است» 4«گزینه    - 127

,ي  ي نقطه ابتدا فاصله ,(x y z) ي  از نقطه, ,( c)o o ي  و صفحهz c  آوریم را به صورت مجزا به دست می :  

 2 2 2 2 2 2(x ) (y ) (z c) x y (z c)         o o  فاصله نقطه, ,(x y z)  از نقطه, ,( c)o o   

 z c .  فاصله نقطه, ,(x y z)  از صفحهz c    

  : مکان هندسی مورد نظر برابر است با

 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2x y (z c) z c x y z zc c z zc c               

 2 2 4x y cz    
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  .صحیح است» 4«گزینه    -128

اده بسته و قطعه به قطعه هموار است و میدان برداري داده شده نیز بر روي این خم پیوسته است و داراي داده شده س cخم 

  : ي گرین داریم  باشد، لذا با استفاده از قضیه مشتقات جزئی مرتبه اول پیوسته می

 
 2

2 2 2 x cos x
y x

D

xye e(e e x
I dx dy

x y

           
   

 25 25) ( )   2مساحت داخل منحنی 22 1 2x x

D D

I ( xe ) ( xe ) dx dy dx dy (c           
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,براي یافتن مشتق جهتی تابع چند متغیره  ,f(x y z) ي  در نقطهp  و در جهت بردار یکهu
r داریم :  

 
u p p

D f f u  r
r   

,لذا ابتدا گرادیان تابع چند متغیره  ,f(x y z) 1ي  در نقطه 2, ,( ) o کنیم، لذا را محاسبه می :  

 2 4 5 5 9 2 5 9 2 52 3 1 1 1
y y

, , ,f ( x f z ) f y sin(y )cos(y ) y cos (y ) y sin (y )    o o o   

 1 2 2 12
P

, , , ,p ( ) f ( )    o o   

 1 1 1 32 12 1
33 3 3u P

, , , ,D f ( ) ( )       r o o  
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  : با استفاده از تعریف مشتق داریم

 1 1
( , ) h

, ,
, ,

f(h ) f( )f
lim f( )

x h


     

 o o o

o o o
o o o o   

 1 1 1
h h

, ,f(h ) f( ) h ( )
lim lim

h h  

     
 

o o

o o o o   

 
2 21 1

h h h

, ,f(h ) f( ) h ( ) h
lim lim lim

h h h    

     
  

o o o

o o o o
o   

جایی که حد چپ و راست با هم برابر نیستند بنابراین  از آن
( , )

f

x


 o o  موجود نیست، به طور مشابه براي

( , )

f

y


 o o

  : داریم 

 1 1
( , ) h

, ,
, ,

f( h) f( )f
lim f( )

y h


      

 o o o

o o o
o o o o   
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 1 11 1 1
( , ) h

,
h ( )f

f( h) h h lim
y h

   
         

 o o o
o o  

  .صحیح است» 4«گزینه    - 131

,بسته است و همچنین میدان برداري  Sکه سطح  با توجه به این ,F(x y z)  در داخل این سطح پیوسته است و داراي مشتقات

  : باشد، بنابراین با استفاده از قضیه دیورژانس داریم جزئی مرتبه اول پیوسته می

 
S R

F n d div F dv   
r r   

  : کنیم را محاسبه می Fبتدا دیورژانس میدان برداري لذا ا

 1 1 1 3div F    
r

   

 3 3
S R R

F n d dv dv     
r r   

  : کنیم، لذا اي استفاده می با توجه به ناحیه داده شده از مختصات استوانه

 
2 3 2 2 3

2

93 12 12 2 1 8
2

I r dz dr d ( d )( r dr)
 


            o o o o

o  

  .صحیح است» 3«گزینه    - 132

r(t)ی تابع برداري براي محاسبه بردار یکّه مماس
r داریم :  

 
r(t)

T
r(t)



r&r
r&   

 r(t) x(t)i y(t) j r(t) x(t)i y(t) j    
r r r rr r& & &   

 x(t) cos t t sin t x(t) sin t sin t t cos t t cos t      &   

 y(t) sin t t cos t y(t) cos t cos t t sin t t sin t      &   

 2 2r(t) t(cos t i sin tj) r(t) t cos t sin t t     
r rr r& &   

 r(t) t(cos t i sin tj)
T cos t i sin tj

tr(t)


    

r rr&r r r
r&   

r(t)س تابع برداري از طرفی براي محاسبه طول قو x(t)i y(t) j z(t)k  
rr rr داریم :  

 2 2 2s r(t) dt x (t) y (t) z (t) dt    
r& & & &   
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  : لذا براي تابع برداري داده شده داریم

 
2

2 2 2 2 2
2
t

s t cos t t t sin t dt t dt t s         

  : و با جایگذاري در برابر یک مماسی داریم

 2 2T cos s i sin s j 
r r r
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  : کنیم، لذا ي استوکس استفاده می ل کار داده شده از قضیهبراي محاسبه انتگرا

 
C

S

F dR F nds (*)    
r r

Ñ   

سطح داخل دایره  Sکه در اینجا 
2 2 4

4

x y

z

   

است،  xyي  اي موازي صفحه صفحه sکه سطح  باشد و با توجه به این می 

  : بنابراین داریم

 ,ds dA n k 
rr   

 2 2
2

i j k

curl F i k
x y z

z y x y x y

  
  

  
  

rr
   

 2 2 2curl F n ds ( i k) kds dxdy     
r rrr   

  : داریم(*) ي  در نتیجه با جایگذاري در رابطه

 22 2 8)   2مساحت دایره 2
C

S D

F dR curl F n ds dx dy (       Ñ   
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rکه  با توجه به این 
r لذا داریم :  

 2 2 2 2 2 2r x y z r x y z        
r r   

,براي گرادیان تابع  ,f( ) f(x y z)  داریم :  

 , , , , , ,
f f f f f f

f ( ) ( ) f ( )( )
x y z x y z x y z
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  : و براي محاسبه هر یک از مشتقات جزئی فوق داریم

 

2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2 2

x x

x x y z

y y
x y z

y x y z

z z

z x y z

                  

   

 , , , ,
f ( ) f ( )x y z

f f ( )( ) (x y z) r
       

    
r  
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y ي انحناي تابع براي محاسبه f(x) داریم :  

 3 3
2 22 21 1

x
x

x

x
x

,
y ey e

k(x) y e k(x)
y e

( y ) ( e )

           

   

kافتد که  اي اتفاق می در نقطه k(x)اکسترمم انحنانی  (x)  o باشد، لذا :  

 
3 3 5

2 2 22 2 231 1 2 1
2

x x x x x x xk(x) e ( e ) k (x) e ( e ) e ( e )( )( e )
  

          

  
5

2 2 221 1 3x x x xk(x) e ( e ) ( e ) e


      o   

 2 2 1 1 1 1 11 2 2
2 2 2 2 2

x xe e x ln ln ln        o   

  : داریم k(x)و با جایگذاري در رابطه انحناي 

 
1
2

1 3 3
2 2 2

1 1
1 22 2

12 3 3 3 31 1
2 2 2

ln

max
ln

e
k (x) k(ln )

( e ) ( )
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ي دیورژانس استفاده  توان از قضیه باشد بسته نیست، بنابراین نمی داده شده که یک مخروط به شکل زیر می sجایی که سطح  از آن

  . کرد
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  : تر مسئله داده شده بهتر است که شکل زیر را در نظر بگیریم براي حل ساده

  

  

  

  

  

s)تشکیل یک سطح بسته  sو  sمجموع دو سطح  ) دهد و لذا داریم را می :  

 
S S S

s s s F n ds F n ds F n ds
 

          
r r rÒ   

  : اي فوق با استفاده از قضیه دیورژانس داریم راي سمت چپ انتگرال رویهاز طرفی ب

 
S R

F n ds div Fdv


  
rÒ    

  : است داریم xyیک صفحه موازي صفحه  sکه سطح  و براي انتگرال دوم سمت چپ با توجه به این

 23
S D

, ,ds dA n k F n ds F k dA F k x


          
r r rr r   

  : اي خواسته شده داریم ویهلذا براي انتگرال ر

 23
S S S R D

F n ds F n ds F n ds div F dv ( x )dx dy
 

           
r r rÒ   

 
2 26 3 1 3 6 6( xy y) ( y ) ( x )

div F y y
x y z

     
       

  
o o   

 23
S D

F n ds x dx dy   
r o   

  : نیز عبارت است از Dو سطح 

 2 2 2 2 2 22 2 4z x y D : z x y x y           o o   
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  : کنیم، لذا از مختصات قطبی استفاده می Dي  و براي حل انتگرال فوق با توجه به ناحیه

 
2 2 2 22

32
S

,
x r cos r

F n ds r cos r dr d
y r sin


              

  o o

o r
o

   

 
2 42 2 22 3

2
1 33

2 4
cos r

( cos d )( r dr) ( )d
 

                 
  o o o

o

   

 
2

2 12 12 12
2 4

S

sin
F n ds

             
o

r  
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2جایی که میدان برداري  بسته و قطعه به قطعه هموار است و از آن cکه منحنی  با توجه به این
, ,F(x y) (xy x )  در داخل

باشد، لذا براي حل انتگرال داده شده  پیوسته است و داراي مشتقات جزئی مرتبه اول پیوسته می) بستهداخل منحنی ( Dي  ناحیه

  : ي گرین استفاده کرده بنابراین توان از قضیه می

 
2

2 2
C

D D D

(x ) (xy)
xy dx x dy ( )dA ( x x)dA x dx dy

x y

 
     

    Ñ   

  : داریم Dي  و براي ناحیه

  

  

  

  

  

 
2

12 x y

C x y
xy dx x dy x dx dy




    oÑ   
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( )dy ( )dy ( )        o o
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کافیست که انتگرال کار میدان برداري  Cصور به منحنی بسته حبراي محاسبه ناحیه م. باشد صحیح نمی ها هیچ کدام از گزینه

,نیروي مثلاً  ,F(x y) ( x) o  را روي منحنی بستهc محاسبه کنیم، لذا :  

ی بستهمساحت داخل منحن( 
ــرین  ــیه گـ  قضـ

C C
D

F dR dx x dy dA (c     oÑ Ñ    

  : کافیست که طرف چپ انتگرال فوق را محاسبه کنیم cلذا براي یافتن ناحیه داخل منحنی بسته 

 
2

3
2

2
3 3

1
3

,

x t dx t dt
tt

y ( t) dy (t )dt

           

   

 
3 32 2 4 2
3 3

1
C
x dy t (t )dt (t t )dt

 
       Ñ  مساحت داخل منحنی بستهc   

 
3 35 3 5 3

3

9 3 3 32 2
5 3 5 3 5 3
t t t t

( ) ( ) ( )



       
o

   cمساحت داخل منحنی بسته  

 9 3 5 3 4 3 8 32 2
5 5 5

( )
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  90کنکور عمران  2پاسخ تست 
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  : گیري را عوض کنیم، یعنی حل انتگرال به ترتیبی که داده شد مشکل است لذا بهتر است که ترتیب انتگرال

 
2x

yI xe dx dy


    

  : ي داده شده براي انتگرال داریم گیري با توجه به ناحیه الهاي جدید انتگر براي یافتن کران
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 ,

,

x y x

y y

        o
   

  : بنابراین انتگرال داده شده برابر است با

 
2 2

2
x

y

y

x
I xe dx dy u x dx y dy

y

 
     o

   

 
2

,
x y u yy

dx du
x x u

         

   

 
2 2 2

u u y

y
y

y y y
I e du dy e dy e du


   

        o o o
   

  : جزء داریمبراي حل انتگرال فوق از روش جزء به 

 
1

2 2
y y

y
u du dy

d dv uv v du

dv e dy v e 

          

    

 1 1 1 11
2 2 2 2 2

y y yy
I e e dy e (y ) ( )


  



        o
o

o  
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  . کنیم ابتدا انتگرال موردنظر را به صورت زیر ساده می

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1I (x y )(x y ) z (x y ) d (x y )(x y z ) d
 

                         

  : باشد موردنظر به صورت زیر می از طرفی سطح 

  

  

  

  

  

  : داریم) ي مخروط معادله( ي مربوط به  از رابطه Iرا در انتگرال  zین با جایگذاري متغیر بنابرا
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 2 2 2 2 2 2 1x y z x y z I ( )d d (*)
 

            o o   

  . یابیم را می xyبر صفحه  را به دست آوریم و براي این منظور، تصویر  dحال کافیست که مقدار 

 
2 2

2 2 2 2
2 2

2 1 1
2

z x y
x y x (x ) y

x y x

           

   xyي  بر صفحه تصویر :  

  . باشد اي به شعاع واحد می بنابراین تصویر موردنظر دایره

 
z

g g
d dA dA

gg k

 
  

 
r r   

 2 2 2 2 2 2 2
z

, , , ,: g(x y z) z x y g ( x y z) g z            o   

 
2 2 2 2 24 4 4 4 4 2

2 2
z

g x y z z z
d dA dA dA dA

z zg

   
        

  : داریم (*)ي  این با جایگذاري در رابطهبنابر

 2 1 2) ( )    مساحت تصویر 2ي  بر صفحه 2 2
D D

I I dA dA (xy      
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  : کنیم، لذا ي دیورژانس استفاده می براي حل انتگرال داده شده از قضیه

 
R

I F n d div F dv


       

,بنابراین ابتدا دیورژانس تابع برداري  ,F(x y z) یابیم داده شده را می .  

 
2

1 1 1 3
x(x cos y) (y cosh z) (z e )

div F
x y z

     
      

  
   

  : بنابراین حاصل انتگرال داده شده برابر است با

 3
R

I (F n)d dv


       

  : داریم Rي  شده براي ناحیه هاي داده از طرفی با توجه به کران
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2

2

1 1

1

1

1 1 3
e x

z x

R : x I dz dx dy

y e





          

  o o

o

o

   

 
2 31 1 1 2

1
6 6 1 6

3
e x e e x

I dz dx dy ( x )dx dy (x ) dy


        o o o o o o
o

   

 2 26 6 4
3 3

e
e

I dy x y e  o
o
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