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=φ−
φ=−
AA

AA)6 





=−
φ=−

⇒⊆
AB
BA

BA)7 

 
 
 

A(:AAU(متمم یک مجموعه  ′′=− 
 

 :نتایج
 AA ′=)1 

φ=′=φ′ U,U)2 
BABA ′=′⇔=)3 

BABA ′=− I)4 
BAAو ′⊂⇒B 5(دو مجموعه از هم جدا 

BA)BA(,BA)BA( ′′=′′′=′ UIIU 6(قضیه  دمورگان 
ABBA ′⊂′⇒⊂)7 

UAA,AA =′φ=′ UI)8 
UBA,BABA =′φ=′⇒⊂ UI)9 

 )CA()BA()CB(A III −=− 
)CA()BA()CB(A III ∆=∆ 

BA)BA(A −=− I 
)CA()BA()CB(A −−=− IU 
)CA()BA()CB(A −−=− UI 
)AC()AB(A)CB( −−=− UU 
)AC()AB(A)CB( −−=− II 

BAABBA =⇔−=− 
 :تعریف حاصلضرب دکارتی

}Bb,Aa|)b,a{(BA ∈∈=× 
22 RRRAAA =×⇒=× 

 :نتایج
ABBA ×≠×)1 

C)BA()CB(A ××≠××)2 
φ=×φ=φ× AA)3 

DBCA
DC
BA

×⊂×⇒




⊂
⊂)4 

DBCA
DC
BA

×=×⇒




=
=)5 

)CA()BA()CB(A ××=× II)6 
)CA()BA()CB(A ××=× UU)7 
)CA()BA()CB(A ×−×=−×)8 

)DB()CB()DA()CA()DC()BA( ××××=× UUUUU)9 
2)BA()AB()BA( II =××)10 

)B(n)A(n)BA(n =×)11 

])BA[(n)B(n)A(n)]AB()BA[(n 22 IU −=××)12 

])BA[(n)A(n)BA(n 2222 I−=−)13 
BAهر زیر مجموعه از  :)R(رابطه   .استBبه Aرابطه ای از ×

 : عضوی باشد آنگاهB،mعضوی و nیک مجموعه ی Aاگر 
1-BA  . عضو است×mnدارای ×
 B:mn×2بهA تعداد رابطه ها از -2
 

 A:n22:  تعداد رابطه های تعریف شده روی-3
رابطه ای روی  Rمجموعه ای غیر تهی و     Aفرض کنید   : ویژگیهای رابطه 

aباشد. 
aRaAaبازتابی ⇒∈∀)1 

bRaaRbتقارنی ⇒)2 





=⇒
⇒/

babRa,aRb
bRaaRb)3 

aRCbRC,aRbترایایی ⇒)4 

 ارنی، ترایایی رابطه دارای خواص بازتابی، تق:هم ارزی

  رابطه دارای خواص بازتابی، پادتقارنی، ترایایی:ترتیب

 :متقارن باشند آنگاه2Rو1R اگر :1نکته

21211221 RR,RR,RR,RR UI−−متقارن هستند . 

21بازتابی2Rو1Rاگر:2نکته RR U21و RR I بازتابی
2112ولی RR,RR  .بازتابی نیست−−

21 تراگذاری  آنگاه    2Rو3:1Rنکته RR I    21 تراگذاری  و RR U  و 
21 RR 12 و− RR  .تراگذاری نیست−

:)R(وارون رابطه    به دست Rاز تعویض مؤلفه های اول و دوم رابطه    −1
 .می آید

}R)y,x(|)x,y{(R ∈=−1 
1

2
1

1
1

21
−−− = RR)RR( UU 

1
2

1
1

1
21

−−− = RR)RR( II 
1

2
1

1
1

21
−−− −=− RR)RR( 

افراز nA...و2Aو1Aزیر مجموعه    nبه  Aوφ≠A:تعریف افراز 
niAi برای هر -الف: شده است اگر ≤≤φ≠ 1 

ji,AAبرای هر-       ب           ji ≠φ=I 

AAA...AA-    ج         i
n

i
n ==

=121 UUUU 

هر رابطه هم ارزی روی یک مجموعه آن مجموعه را به زیر مجموعه های              
مجزا که هر یک از آنها دسته یا کلاس هم ارزی نامیده می شود تقسیم                

 .نمایش می دهیم]a[را با aدسته هم ارزی . می کند
}xRa|x{]a[ = 

- }d,c,b,a{A   چند افراز دارد؟=
 افراز به زیر مجموعه های یک عضوی=1

43
4

=







 افراز به یک سه عضوی و یک تک عضوی=

141436 32کل افراز   =+++=
4

2
1

=







 افراز به دو زیر مجموعه ی دو عضوی=

62
4

=







 افراز به یک دو عضوی و دو یک عضوی=

 گراف متناظر با رابطه
 باشد، Aیک رابطه روی Rیک مجموعه ی متناهی و Aاگر 
رأسهای . را به صورت زیر نسبت می دهیم        Gگراف جهت دار    Rبه

G اعضایA هستند و رأسa به رأسbمتصل است هرگاهaRb 
 :تعیین ویژگی های رابطه با گراف جهت دار

 .گراف جهت دار در هر رأس دارای یک طوقه باشد:  بازتابی-1
نیز یالی وجود   aبهbیالی وجود دارد، از      bبهa اگر از     : متقارن -2

 .داشته باشد

 پادتقارنی

قسمت سایه خورده

B



 

 ریاضیات گسسته جبر و احتمال

یالی وجود  aبهbیالی وجود دارد، از      bبهaاگر از   : پادتقارنی-3
 .نداشته باشد

نیز یالی  cبهa یالی وجود دارد، از      cبهbوbبهaاگر از :  ترایایی -4
 .جود داشته باشدو

d,c,b,a{A{مجموعه ی   آیا رابطه متناظر با گراف های زیر روی          - ترایایی =
 است ولی متقارن نیست؟

bRd,cRd,bRcترایایی و متقارن نیست ⇒/ 

 
 
 
 
 

 .ترایایی است و متقارن نیست

bRdcRd,bRc ⇒/ 
 
 
 
 

bRd,cRd,bRcترایایی و متقارن نیست  ⇒/ 

 
 
 
 

bRdcRd,bRcترایایی و متقارن نیست ⇒/ 

 
 
 
 
 

 :تعیین ویژگی های رابطه از روی ماتریس
 >>MIn بازتابی -1
TMM تقارنی -2 = 
MMترایایی -3 <<2 
nپاد تقارنی -4

T IMM  )ضرب نظیر به نظیر درایه ها∧(∧>>
 :رابطه ای روی آن آنگاهRعضوی باشد و nیک مجموعه ی Aاگر 

nn:  تعداد روابط بازتابی-1 −22 

2:  تعداد روابط تقارنی-2
2

2
2

222
nnnn

n
+−

=× 

2: تعداد روابط پادتقارنی-3
2

32
nn

n
−

× 

2: تعداد روابط تقارنی و بازتابی-4
2

3
nn −

 

 n2:  تعداد روابط تقارنی و پادتقارنی-6

 که همان ماتریس     1 :تعداد روابط تقارنی  پادتقارنی و بازتابی       -7
nIمی باشد. 

 :نکاتی برای حل مسائل به شیوه ی تحلیلی
 . باشد1 برای آنکه رابطه بازتابی باشد کلیه درایه های قطر اصلی باید -1
برای تقارنی بودن هر زوج خانه ای که روی قطر اصلی قرار ندارند و               -2

 و)1،1(نسبت به آن متساوی الفاصله هستند می توانند زوج مرتب های 
 .را اختیار کنند) 0،0(

برای پادتقارنی بودن هر زوج خانه ای که روی قطر اصلی قرار ندارد و              -3
 نسبت به آن متساوی الفاصله هستند می توانند زوج های مرتب های 

 .را اختیار کنند) 0،0(،)0،1(و)1،0(

 )1(اصول شمول و عدم شمول 
|AA||A||A||AA| 212121 IU −+= 

|AAA||AA||AA|
|AA||A||A||A||AAA|

3213231
21321321

IIII

IUU

+−

−−++=
 

  وجود دارد؟60 و اول نسبت به  چند عدد طبیعی سه رقمی-

53260 2 ××= 
 بخش پذیر نباشد   5و  3و  2 اول باشد باید بر      60برای آنکه عدد نسبت به      

γβαیعنی تعداد اعداد اول نسبت به        ××  با تعداد اعداد اول نسبت      532
53230به   .برابر است=××

1A2وA     3A 5و2،3 به ترتیب مجموعه سه رقمی های مضرب: 

1805
900

2 == ][|A| 3003
900

1 == ][|A|    4502
900

1 == ][|A| 

9010
900

31 == ][|AA| I 1506
900

21 == ][|AA| I 

3030
900

321 == ][|AAA| II 6015
900

32 == ][]AA[ I 

240306090150180300450900321 =−+++−−−=|AAA| UI

عضوی به یک مجموعه ی     mتعداد توابع از یک مجموعه ی         : 1نکته
nعضوی برابر است با :mn                       8134  تعداد کل توابع==

B},,,{A},,,{:فرض می کنیم  4321321 مجموعه توابعی است   iAو==
i{B{به Aکه از   .تعریف نشده باشند−

4
321 2=== |A||A||A| 

|A||A||A||s||AAA| 321321 −−−=UU 

−+++ |AA||AA||AA| 323121 III 

36013233 44
321 =−×+×−=|AAA| II 

با Aعضویnبه  Bعضوی  mه  تعداد توابع پوشا از مجموع     : 2نکته  
.mnشرط  ≤ 

mnmmm
n

n
)(...)n(

n
)n(

n
n 1112211

1
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−++−







+−








− − 

تعداد تابع های پوشا و یک به یک روی مجموعه ی                  : 3نکته  
nعضویAبرابر است با :!n 

 )1(معادله سیاله 
 :جبههkشی در nتوزیع 

شی را داخل جعبه ها قرار دهیم      nجعبه داشته باشیم و بخواهیم    kاگر  
ن بعضی از جعبه ها وجود داشته باشد تمام         به طوری که امکان خالی بود     

 :حالات ممکن عبارت است از
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nx...xxتعداد جوابهای صحیح و نامنفی معادله           k =+++ 21 

Nn: تذکر ∈           






 −+
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k
kn

n
kn 11

 

nx...xxتعداد جوابهای طبیعی معادله     : تذکر k =+++ برابر است  21

: با







−
−

1
1

k
n

 

 :حال به بررسی انواع مسائل مختلف در این مورد می پردازیم

4321تعداد جوابهای صحیح معادله      : 1نوع   =++ xxx   به طوری که
20 ≤≤ ixباشد .},,{i 321∈ 

a b

cd b

c

a b

d c

a b

d c
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154
143
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=|s| 

20تعداد جوابهایی که در محدوده ی  ≤≤ ixنیستند را بدست می آوریم : 

333 1111 +=⇒≥=≥= yx}x{A}x{A ii 

332 == |A||A|و







=⇒=++⇒ 1

31 1321 |A|xxy 

0321323121 ==== |AAA||AA||AA||AA| IIIII 
6000033315  تعداد جوابها=−−−+++−=

124321تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادله       : 2نوع   =+++ xxxx با
34شرط  12 >≥ x,x 

354
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222
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44321 =+++⇒ xxyy 

14321تعداد جوابهای صحیح معادله     : 2نوع   =++ xxx    به طوری که 
51 ≤≤ ixباشد؟),,,i( 4321= 

11401 321 =++≤≤⇒+= yyy,yyx iii 

iii

iz
i zy,Zy −=≤⇒≤−≤ 44440

321
 

40111444 321321 ≤≤=++⇒=−+−+− iz,zzzzzz 

31
131

=






 −+
 تعداد جوابها=

954321نامعادله  : 3نوع   ≤++++ xxxxx    دارای چند جواب
 صحیح نامنفی می باشد؟

yxxxxxxxxxx −=++++⇒≤++++ 99 5432154321
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5
14

9
14

9
169     954321 =+++++ yxxxxx 

74321نامعادله  : 4نوع   <+++ xxxx     دارای چند جواب صحیح
 نامنفی می باشد؟









⇒−=+++⇒≤+++ 6

1066 43214321 yxxxxxxxx 

kبه عوامل اول nاز تجزیه ی عدد طبیعی
kp....ppn ααα= تعداد 2211

 :اولندnکه نسبت nاعداد طبیعی کوچکتر یا مساوی 

)
p

...()
p

)(
p

(n)n(
k

111111
21

−=−−=ϕ 

ϕ=−1عدد اول باشد nاگر : 1نکته  n)n( 
kP...PPnاگر : 2نکته    آنگاه=21

)P)...(P)(P( k)n( 111 21 −−−=ϕ 
)n().m()mn()n,m(:3نکته  ϕϕ=ϕ⇒= 1 
یک mعدد طبیعی به طوری که تمام عوامل عدد           n2وm: 4نکته  

)n(m)mn( نیز باشند آنگاهnشمارنده ϕ=ϕ 
 اصل ضرب
عمل ...طریق و 2nطریق، عمل دومی به      1nاگر عملی به    : اصل ضرب 

k     امی بهkn          طریق صورت پذیرد، اینk       عمل با هم به
kn,...n,n  .طریق صورت می گیرد21
 
 

 جایگشت 
هر یک از حالات کنار هم قرار           . شی متمایز داریم   nفرض کنید 

تعداد . شی می نامیم  nشی را یک جایگشت از آن              nگرفتن
. نشان داده می شود  nPاست و با  n!شی متمایز برابر با     nجایگشت های،  

!nPn = 
)n!(): شی متمایزn( جایگشت روی دایره ):1(نکته   حالت−1

m               نفر به چند حالت می توانند دور یک میز گرد بنشینند به طوری که
 کنار هم باشند؟bوaدوم شخص 

aوbیک نفر در نظر می گیریم پس         را )!m(  2حالت وجود دارد و     −2
طریق جابه جا می شوند پس کل حالات برابر           2!نیز به    bوaنفر  

)!m( 22  .می شود−

123شی که در آن   nهرگاه  : جایگشت تکراری  r,r,r     شی تکراری باشد و 
بخواهیم در یک ردیف کنار هم قرار دهیم از فرمول                          

!r!r!r
!n

321 ××
 .استفاده می کنیم

جعبه توزیع کنیم به طوری که در        kشی را بخواهیم در      nاگر  : تذکر
 شی  knام  kدر جعبه ... شی و 2nشی و در جعبه دوم     1nلجعبه او 

                  :باشد آنگاه
!n...!n!n

!nN
k×××

=
21

 

 ترکیب
شی ترتیب آنها مهم نباشد از ترکیب          nشی از    rهرگاه در انتخاب   
 .استفاده می کنیم

!r)!rn(
!n

!r
)r,n(P)r,n(C

−
== 

 5 کتاب از    3 کتاب سال سوم و       7 کتاب از    4 به چند طریق می توان       -
 کتاب سال چهارم را یک در میان در قفسه کتاب چیند؟

!! 33
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×








+×








 

 
 :خواص عمل ترکیب
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 :فضای نمونه ای 

 .مجموعه ای متناهی و یا نامتناهی ولی قابل شمارش: گسسته
مجموعه ای نامتناهی و غیرقابل شمارش و قابل اندازه گیری به           : پیوسته

 . مساحت اشکال و احجام هندسیصورت بازه هایی از اعداد حقیقی یا
 پیشامد و عملیات بر روی آن

 .را یک پیشامد می گویندsهر زیر مجموعه از فضای نمونه ای : پیشامد
1(φ:پیشامد غیر ممکن 
2(s :پیشامد حتمی 
3(BAI :همAو همBرخ دهد. 
4(BAU : حداقل یکی از دو پیشامدA یاBرخ دهد. 
5(AA ′Iرخ ندهد. 
6(BA:A BAد که معادل رخ ندهBرخ دهد ولی− ′Iاست . 

 پیوسته
)S( گسسته



 

 ریاضیات گسسته جبر و احتمال

 φ=BAIرا ناسازگار گویند هرگاه BوA: دو پیشامد ناسازگار
یک آزمایش مفروضند، آنگاه     از فضای نمونه ای     CوBوA  پیشامدهای     -

 :داریم

CBA)الف ′′II فقط پیشامد Aرخ دهد. 

CBA)ب UUحداقل یکی از پیشامدها رخ دهد. 

)CB()CA()BA()ج IUIUIحداقل دو تا از پیشامدها رخ دهد. 

)BAC()CAB()CBA()د ′′′′′′ IIUIIUII تنها یکی از 

 .مدها رخ دهدپیشا

CBA(CBA( )ه ′=′′′ UUIIهیچیک از پیشامدها رخ ندهد. 

)CBA()و ′IIحداکثر دو پیشامد رخ دهد. 

BA()BA()AB()BA(BA()ز IUU −=−−=∆ 
 .رخ دهدBیاAتنها یکی از دو پیشامد 

 قوانین احتمال
1(1≤≤ )A(P. 
2(0=φ)(P 
3(1=)S(p 
4()BA(P)B(P)A(P)BA(P IU −+= 
B(P)A(P)BA(P(: ناسازگار باشندBوAاگر )5 +=U 
6()A(P)A(P −=′ 1 
7()BA(P)A(P)BA(P)BA(P II −=′=− 
BAاگر )8  :آنگاه⊇

B(P)A(P()الف A(P)B(P)AB(P()ب ≥ −=− 
9( 

)BA(P)B(P)A(P)AB(P)BA(P)BA(P II 2−+=−+−=
)B(P)A(P)BA(P −−= U2 

10()BA(P)BA(P)BA(P UUI −=′=′′ 1 
 پیشامدهای مستقل وابسته
رگاه را مستقل گویند ه   BوAدو پیشامد   : تعریف دوپیشامد مستقل  

 :نداشته باشد یعنیBتأثیری در رخ دادن پیشامد Aرخ دادن پیشامد
)B(P).A(P)BA(P =I 

 :در غیر این صورت دو پیشامد را وابسته گویند

)B(P).A(P)BA(P ≠I 
 نیز  ′BوA دو پیشامد مستقل باشند آنگاه          BوAاگر  : 1نکته  

 .مستقل هستند
نیز Bو′Aدو پیشامد مستقل باشند آنگاه         BوAاگر  : 2نکته  

 .مستقل هستند
نیز مستقل  ′Bو′Aدو پیشامد مستقل باشند آنگاه        BوAگر  ا: 3نکته  
 .هستند

- AوB دو پیشامد از فضای نمونه ای باشند و 

1=′′+ )BA(P)B(P).A(P U  دو پیشامد   آنگاهAوB   نسبت به هم
 .مستقلند

⇒=′+ 1)BA(P)B(P).A(P I 

)B(P).A(P)BA(P)BA(P)B(P).A(P =⇒=−+ II 11 

 .دو پیشامد مستقل هستند
 احتمال در فضای گسسته هم شانس 

 مهره  3 مهره ی سفید است از این ظرف        5 مهره ی قرمز و     4ظرفی شامل   
 A: ف خارج می کنیم مطلوبست احتمالرا با هم به تصاد

 .هر سه مهره همرنگ نباشدB:دو مهره سفید و یک مهره قرمز باشد
=−)هر سه مهره همرنگ باشد( 1)B(p 
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 احتمال در فضای گسسته غیر هم شانس
e,....,e,e{s{هرگاه n21=     یک فضای نمونه ای باشد، اگر)e( iρ احتمال

 : باشد آنگاهieوقوع پیشامد ساده 
1(0≥)e(p i                  
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 جمله ایاحتمال دو 
مورد به دنیا آمدن    nبار رو آمدن و یا در        kسکه احتمال nدر پرتاب   

 :دختر برابر است باkپسر یاkنوزاد، احتمال به دنیا آمدن 
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 .تعداد دفعات رو و پشت را نشان می دهدbوaتوان: نکته
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 احتمال در فضای پیوسته 
 . مورد بررسی قرار می دهیمدر فضای پیوسته سه نوع فضای نمونه ای را

            فضای نمونه ای طولی-1
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      فضای نمونه ای حجمی-3
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 احتمال شرطی و احتمال 

 :احتمال شرطی
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 :قانون ضرب احتمالات
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 :قاعده بیز
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هرگاه داشته باشیم :مثال
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