
  مقدمه

باشد كه براي   ميكاربرد رياضيات در مهندسي شيميجزوه حاضر شامل خلاصه نكات تستي مهم از درس 
دانشجويان در مرحله مطالعه نهايي و يا دانشجويان متقاضي مطالعه فشرده درس طراحي شده است اين جزوه در 

پس از دهد  اختيار دانشجويان قرار ميگانه در   چهاردهصورت خلاصه شده در فصول  ابتدا نكات درسي مهم را به
هاي حل  هايي از سوالات كنكورهاي مختلف شده است تا دانشجو بتواند با تكنيك ذكر نكات مهم و كليدي، نمونه

  .تست نيز آشنا شود
براي دانشجوياني كه به علت ضيق وقت به دنبال تمركز بر روي يك سري فصول خاص بوده و مشتاق حذف برخي 

هاي اخير بيشتر  مباحثي داشته باشند كه در سالاي بر روي مطالب  شود تمركز ويژه پيشنهاد مي. از فصول هستند
والات در پنج سال اخير كنكور مهندسي شيمي بندي س به همين منظور در انتهاي جزوه بودجه. مورد سوال بوده است

  .ارائه شده است
هاي قبلي  هر چقدر نوشتار حاضر تحت عنوان آخرين قدم نامگذاري شده است لكن شرط موفقيت آن پيمودن گام

  .اميد است مجموعه حاضر بتواند نقش موثري را در قبولي شما ايفا نمايد. صورت جامع و مانع است به
  

   موفقیتبه امید

  دکتر رضا طاهري

  1389ماه  دي
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  معموليمعادلات ديفرانسيل 

  ـ معادلات ديفرانسيل مرتبه اول۱ـ۱

  (Exact Equations) معادلات ديفرانسيل مرتبه اول نوع كامل ـ۱ـ۱ـ۱
)معادله ديفرانسيل ) ( )P x , y dx Q x , y dy 0+   :گوييم هرگاه  را كامل مي=

  P Q
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
  

)اگر تابعي مانند  )u x , yوجود داشته باشد به نحوي كه :  

  ( ) ( )u uP x , y , q X,Y
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
  

)در اين صورت  )u x , y c=باشد  جواب عمومي معادله ديفرانسيل مي.  
)براي پيدا كردن تابع )u x , yكنيم شرح زير عمل مي  به:  

)هركدام از معادلات) ١ )u P x , y
x

∂
=

∂
) و )u Q x , y

y
∂

=
∂

  .كنيم تر است انتخاب مي   ساده  را كه حل آن

)با فرض اينكه) ٢ )u Q x , y
y

∂
=

∂
  :گيري خواهيم داشت  را انتخاب كنيم، با انتگرال

)  )۱ـ۱(  ) ( ) ( )u x , y Q x , y dy ... f x= = +∫  
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  :گيريم  مشتق ميxبت به دست آمد از عبارت فوق نس پس از اينكه عبارت فوق به) ٣

  ( ) ( )u P x , y ... f x
x

∂ ′= = +
∂

  

)از تساوي فوق، ) ٤ )f x′و در نتيجه ( )f xآوريم دست مي  را به.  
)با تعيين) ٥ )f x مقدار )۱ـ۱( و جايگذاري در رابطه ،( )u x , yآيد كه دست مي ه ب( )u x , y c=باشد  جواب معادله مي.  

)اگر معادله دیفرانسیل :نكته مهم ) ( )P x , y dx Q x , y dy 0+ ) کامل باشد، براي محاسبه تابع پتانسیل= )u x , y کافی است از جملات شامل y در P 
  .گیریم  انتگرال میy نسبت به Qو از تمامی جملات  x نسبت به Pنظر کرده و از سایر جملات  صرف

xجواب عمومی معادله 1مثال yy
x y

−′ =
+

  آید؟ دست می  از کدام معادله به

۱ (2 2c 0 , x y y x c< + =  ۲ (2 2c 0 , x 2xy y c> + − =  
۳ (2 2c R , x 2xy y c∈ − − =  ۴ (2 2c 0 , x xy y c> + − =  

  .ست است در٣گزينه  :حل
  :شود صورت زير كامل بودن آن ديده مي با نوشتن معادله به

  ( ) ( )y x dx x y dy 0− + + =  
  :لذا تابع پتانسيل مسأله عبارت است از

  ( )
( )

2 2P x , y y x x yu xy
Q x , y x y 2 2

 = −
→ = − + +  = +  

  

  :پس جواب عمومي چنين است

  
2 2

2 2x yyx k x 2xy y c
2 2

− + = → − − =  

  . درست است٣ هيچ شرطي نداشته و گزينه cكه البته 

  (Integrating Factor)ساز   فاکتور انتگرال یا عامل انتگرالـ2ـ1ـ1
)اگر معادله ديفرانسيل ) ( )P x , y dx Q x , y dy 0+ ) كامل نباشد، ولي بتوان تابعي مانند= )x , y 0µ اي يافت كه با ضرب آن  گونه  را به≠

  .ناميم براي معادله مورد نظر مي) فاكتور انتگرال(ساز   را يك عامل انتگرالµت آيددس در طرفين اين معادله، يك معادله ديفرانسيل كامل به
  :كنيم ترتيب زير عمل مي ساز به براي يافتن عامل انتگرال

  ( ) ( ) ( ) ( )f x dx1 P Q: f x x , y x e
Q y x

 ∂ ∂ ∫− = → µ = µ = ∂ ∂ 
   اگر

  ( ) ( ) ( ) ( )f y dy1 P Q: f y x , y y e
P y x

− ∂ ∂ ∫− = → µ = µ = ∂ ∂ 
   اگر
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) خطیبراي معادله دیفرانسیل مرتبه اول 1 نکته ) ( )y yP x Q x′ + )صورت   فاکتور انتگرال به= ) ( )P x dxx e ∫µ بدیهی است . باشد  می=
)براي معادله دیفرانسیل مرتبه اول خطی ) ( )x xP y Q y′ + )صورت سازي به  عامل انتگرال= ) ( )P y dyy e ∫µ   . خواهد بود=

)صورت  ل بهاگر معادله ديفرانسي :۲نكته  ) ( )a 1 ydx b 1 xdy 0+ + + )صورت   نوشته شود، داراي عامل انتگرالي به= ) a bx , y x yµ = 
  .باشد مي
xصورت  طور كلي براي يافتن فاكتور انتگرالي به به yα βµ Pdx، طرفين معادله= Qdy 0+ x را در= yα βكنيم و با برقراري شرط   ضرب مي

)كامل بودن براي معادله حاصله يعني ارضاء شرط ) ( )P. Q.
y x

∂ ∂
µ = µ

∂ ∂
  .آيد دست مي  بهα وβ مقادير

  .نهايت فاكتور انتگرال خواهد بود ن معادله داراي بيگاه آ دست آيد، آن اي فاكتور انتگرال به توجه داشته باشيد هرگاه براي معادله

2yسازي براي معادله دیفرانسیل یک از توابع زیر عامل انتگرال کدام 2مثال sin xdx ycos xdy 0−    است؟=
۱ (cos x  ۲ (1y−  ۳ (1) ۴  گزينه اول و دومx−  

  . درست است٣زينه گ :حل
  ( )Q x , y ycos x= ) و− ) 2P x , y y sin x=  

  P Q 2ysin x ysin x ysin x
y x

∂ ∂
− = − =

∂ ∂
  

  ( )1 P Q 1 2ysin x ysin x tan x
Q y x ycos x

 ∂ ∂
− = − = − ∂ ∂ − 

  

  ( ) tan xdx ln cos xx e e cos x−∫µ = = =  

  2
1 P Q ysin x 1
P y x yy sin x

 ∂ ∂
− = = ∂ ∂ 

  

  ( )
1dy

lny 1yy e e y
−

− −∫
µ = = =  

  طی معادلات دیفرانسیل مرتبه اول خـ3ـ1ـ1
)صورت يك معادله ديفرانسيل خطي مرتبه اول به ) ( )y y f x q x′ + )هرگاه. شود  نوشته مي= )q x  باشد معادله همگن و =0

)اگر )q x   .باشد  معادله ناهمگن مي≠0

  ( ) ( ) ( ) ( )dy y f x q x y f x q x dx dy 0
dx

+ = → − + =    

  ( ) ( )1 P Q 1 f x 0 f x
Q y x 1

 ∂ ∂
− = − =    ∂ ∂ 

  

) ديفرانسيل مرتبه اول خطيمعادله ) ( )y y f x q x′ +   :باشند صورت زير مي سازي به  داراي عامل انتگرال=

  ( ) ( )f x dxx e ∫µ =  
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صورت زير  توان نشان داد كه جواب معادله ديفرانسيل مرتبه اول خطي به و حل معادله مي) فاكتور انتگرال(ساز  پس از يافتن عامل انتگرال
  :باشد مي

  ( ) ( ) ( )f x dx f x dxy e q x e dx c−  ∫ ∫= + 
 ∫  

2yجواب معادله دیفرانسیل 3مثال y tan x 2cos x′ + ) با شرط= )y 0   : برابر است با=0
۱ (cos x  ۲ (sin x  ۳ (cos 2x  ۴ (sin 2x  

  . درست است٤گزينه  :حل
  :معادله از نوع مرتبه اول خطي است و داريم

  ( ) tan x dx tan xdx2y x e 2cos xe dx c−  ∫ ∫= + 
 ∫  

  ( ) ( ) ( )ln cos x ln cos x2y x e 2cos x .e dx c− 
= + 

 ∫  

  ( ) [ ]2 1y x cos x 2cos x dx c cos x 2sin x c
cos x

 
= + = + 

 ∫  

)با اعمال شرط مرزي )y 0 c مقدار=0   :آيد و لذا دست مي  به=0
  ( ) ( )y x cos x 2sin x sin 2x= =  

   معادله برنولیـ4ـ1ـ1
  :باشد صورت زير مي شكل كلي معادله برنولي به

  ( ) ( )ny y f x y q x n 0,1′ + = ≠  
nكه در حالتي nپذير و براي  باشد معادله به يك معادله تفكيك=1   .ول خطي تبديل خواهد شد معادله، به معادله ديفرانسيل مرتبه ا=0

1براي حل معادله برنولي از تغيير متغير  nu y با اين تغيير متغير، معادله برنولي به يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول . كنيم  استفاده مي=−
  :شود خطي تبديل مي

  :با جايگذاري در معادله اصلي

  
( ) ( ) ( )1 u uf x q x
1 n

′ + =
−

  

  ( ) ( ) ( ) ( )u 1 n f x u 1 n q x′ + − = −  
  .كه يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول خطي است

  :براي معادله برنولی عبارت است از) فاکتور انتگرال(ساز  عامل انتگرال
  ( ) ( ) ( )1 n f x dxx e − ∫µ =  
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3xyپاسخ معادله دیفرانسیل  4مثال y xy′ +    کدام است؟=
۱ (2

2
1y

cx 2x
=

−
  ۲ (2

2
1y

2x cx
=

+
  ۳ (2 2y 2x cx= +  ۴ (2

2
1y

x cx
=

+
  

  . درست است٢گزينه  :حل

31yفرم با نوشتن معادله به y y
x

′ + 1، واضح است كه معادله از نوع برنولي بوده و با تغيير متغير= 3u y   : خواهيم داشت=−

  2 3u y u 2y y− −′ ′= → = −  
  : خواهيم داشتu و نوشتن آن برحسب 3yدست آمده بر و با تقسيم معادله به

  3 21 u 1 2y y y 1 u 1 u u 2
x 2 x x

− − ′−′ ′+ = → + = → − = −  

  :باشد و داريم كه يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول خطي مي

  ( )
2 2dx dx 2ln x 2ln xx xu x e 2e dx c e 2e dx c

−
−

   ∫ ∫ = − + = − +     ∫ ∫  

  ( ) ( )2 2 2 2
2 2
2 2 1u x x dx c u x x c 2x cx y

xx 2x cx

 −  = + ⇒ = + = + → =   
  + ∫  

  معادلات ديفرانسيل مرتبه دوم و بالاترـ ۲ـ۱
  :باشد صورت زير مي ترين شكل معادلات ديفرانسيل مرتبه دوم خطي به كلي

  ( ) ( ) ( )y y f x yq x h x′′ ′+ + =  

   جواب عمومی معادله دیفرانسیل غیرهمگنـ1ـ2ـ1
 جواب خصوصي معادله ديفرانسيل ناهمگن باشد، جواب كلي معادله py جواب عمومي معادله ديفرانسيل همگن مرتبه دوم وhyاگر

  :ديفرانسيل برابر مجموع اين دو جواب خواهد بود
  h py y y= +  

   حل معادلات دیفرانسیل مرتبه دوم همگن با ضرایب ثابتـ2ـ2ـ1
  :باشد صورت زير مي ب ثابت در حالت كلي بهمعادلات ديفرانسيل مرتبه دوم همگن با ضراي

  ay by cy 0′′ ′+ + =  
  .باشند  ضرايب ثابت ميc و a ،bكه در آن 

  :آوريم دست مي  كه به معادله مشخصه معروف است بههاي معادله زير را هاي معادله ديفرانسيل فوق، ابتدا ريشه براي يافتن جواب
2at  )۲ـ۱( bt c 0+ + =  
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) ۲ـ۱(هاي معـادله  بـا توجه به ريشه. باشد جواب عمومي معادله ديفرانسيل مرتبه دوم خطي تركيب خطي از دو جواب مستقل خطي مي
  :سه حالت زير را خواهيم داشت

) دو ريشه مختلف و حقيقي باشد معادله مشخصه، داراي: حالت اول )1 2t , t:  
  1 2t x t x

1 2y c e c e= +  
)باشد   معادله مشخصه، داراي دو ريشه برابر :حالت دوم )1 2t t t= =:  

  ( ) tx
1 2y c c x e= +  

)هاي مختلط باشد  معادله مشخصه داراي ريشه: حالت سوم )1 2t , t p iq= ±:  
  [ ]px

1 2y e c sin qx c cos qx= +  

yجواب عمومی معادلۀ دیفرانسیل  5مثال 4y 3y 0′′ ′− +    کدام است؟=
۱ (( ) x

1 2y c c x e= +  ۲ (x 3x
1 2y c e c e−= +  ۳ (x 3x

1 2y c e c e− −= +  ۴ (x 3x
1 2y c e c e= +  

   . درست است٤گزينه  :حل
  :آوريم هاي آن را به دست مي ادله مشخصه را تشكيل داده و ريشهمع

  2
1 , 2

4 16 12 4 2t 4t 3 0 t 1 , 3
2 2

± − ±
− + = → = = =  

  x 3x
1 2y c e c e= +  

   معادلات دیفرانسیل مرتبه دوم خطی غیرهمگن و بحث جواب خصوصیـ3ـ2ـ1
)اگر معادله ديفرانسيل  )ay by cy h x′′ ′+ + hصورت   اين معادله به را در نظر بگيريم، جواب كلي= py y y=  جواب hyباشد كه   مي+

) جواب خصوصي معادله است كه بايد با توجه به شكل تابع pyحالت همگن و  )h xبراي تعيين .  تعيين شودpy به صورت زير عمل 
  :كنيم مي

)اگر براي معادله ديفرانسيل  )ay by cy h x′′ ′+ +  بخواهيم جواب خصوصي را پيدا كنيم كافيست ابتدا معادله مشخصه را براي معادله =
  :وصي را تعيين كردتوان ساختار كلي جواب خص در چهار حالت زير مي. هاي آن را به دست آوريم ديفرانسيل همگن تشكيل داده و ريشه

)اگر ) الف ) ( )h x M x= باشد كه در آن ( )M xاي درجه   يك چند جملهnصورت  صورت جواب خصوصي به  است در اين( )m
py x N x= 

)خواهد بود كه  )N x اي كامل از درجه  جمله يك چندn و mباشد هاي صفر معادله مشخصه مي  تعداد ريشه.  
)اگر ) ب ) ( )pxh x e M x= باشد كه در آن p يك عدد حقيقي و ( )M xرجه اي د  يك چند جملهnصورت جواب   است، در اين

)صورت  خصوصي به )m px
py x e N x=شود كه   بيان ميmهاي مساوي   تعداد ريشهp معادله مشخصه و ( )N xاي   يك چند جمله

  .باشد  ميnجه كامل از در
)اگر ) ج ) ( ) ( )h x M x sin qx N x cos qx= +   باشد كه در آن q عدد حقيقي و ( )M x و ( )N xاي هستند كه درجه   دو چند جمله

  :صورت جواب خصوصي به فرم كنيم در اين  فرض ميnاي با توان بيشتر را  چند جمله
  ( ) ( )mx V x sin qx W x cos qx+    
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) معادله مشخصه بوده و +iq   تعداد ريشهmباشد كه در آن  مي )V x و ( )W x اي كامل از درجه  چند جمله دوnباشد  مي.  

جواب کلی معادله دیفرانسیل  6مثال
2

2
d y dy4 x

dxdx
+    کدام است؟ =

۱ (
2

4x
1 2

x xy c c e
8 64

−= + − −  ۲ (
2

4x
1 2

x xy c c e
8 16

−= + + −  

۳ (
2

4x
1 2

x xy c c e
8 16

= + + −  ۴ (
2

4x
1 2

x xy c c e
8 64

−= + + −  

   . درست است٢ گزينه :حل
  :كنيم ابتدا معادله مشخصه معادله ديفرانسيل همگن را تشكيل و جواب حالت همگن را پيدا مي

  
2

2 4x
1 h 1 2t 4t 0 t 0 , t 4 y c c e −+ = → = = − → = +  

1tچون    :صورت زير است باشد پس جواب خصوصي به  ريشه معادله مشخصه مي=0
  ( )1 2

py x Ax B Ax Bx= + = +  
  :يد در معادله ديفرانسيل اصلي صدق كنداين جواب با

  2
p p py Ax Bx y 2Ax B y 2A′ ′′= + → = + → =  

  :دهيم حال در معادله ديفرانسيل اصلي قرار مي

  ( )
2 2

p2

1A2A 4B 0d y dy x x84 x 2A 4 2Ax B x y
8A 1 1dx 8 16dx B

16

 =+ = + = → + + = → → → = − = −  =


  

صورت  پس جواب كلي به
2

4x
h p 1 2

x xy y y c c e
8 16

−= + = + +   . خواهد بود−

  (Cauchy or Euler equation)ـ معادله كوشي يا اولر ۴ـ۲ـ۱
  :باشد صورت زير مي ين معادله بهشكل ا

2x  )۳ـ۱( y axy by 0′′ ′+ + =  
zبا اعمال تغيير متغير . باشند  ثابت ميb و aطوري كه  به ln x= ( )zx e=۳-۱(دوم در معادلة هاي اول و   و جايگزين كردن مشتق (

  :خواهيم داشت

)  )۴ـ۱( )
2

2
d y dya 1 by 0

dzdz
+ − + =  

  :شود كه معادله مشخصه آن عبارت است از با ضرايب ثابت تبديل مي) ۴-۱(به معادله ) ۳-۱(به اين ترتيب معادله 
  ( )2t a 1 t b 0+ − + =  
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)صورت برحسب علامت دلتا  در اين )( )2a 1 4b∆ = −   :توان نوشت صورت زير مي  را بهyآيد كه در نهايت تابع  سه حالت پيش مي −

  1 2t t
1 20 t , t y Ax Bx∆ > → → = +  

  ( )t
1 20 t t t y x A Bln x∆ = → = = → = +  

  ( ) ( )p
1 20 t , t p iq y x Asin q ln x Bcos q ln x∆ < → = ± → = +    

2جواب عمومی معادله دیفرانسیل  7مثال 1x y 2xy y 0
4

′′ ′+ +   :ت از در حالت کلی عبارت اس=

۱ (ba ln x
x

 
+  

 
  ۲ (a b ln x

x
+  ۳ (( )a b ln x x+   ۴ (( ) 1a b ln x

x
+  

  . درست است٤گزينه  :حل
  :واضح است كه معادله از نوع كوشي ـ اولر بوده و با تشكيل معادله مشخصه داريم

  ( )2 2
1 2

1 1 1t 2 1 t 0 t t 0 t t
4 4 2

−
+ − + = → + + = → = =  

  :جواب عمومي عبارت است ازلذا 

  ( ) ( )
1

2 1y x a b ln x y a b ln x
x

−

= + → = +  

2axصورت  در يك معادله ديفرانسيل مرتبه دو كوشي به : يادآوري y bxy cy 0′′ ′+ +  كه داراي معادله مشخصه =
( )2at b a t c 0+ − +   :باشد، بديهي است  مي=

صورت  هاي مشخصه به كنند، زيرا براي ريشه بيعت نوساني پيدا ميهاي جواب ط هاي معادله مشخصه مختلط باشند، پايه اگر ريشه) الف
p iq±هاي جواب   پايه( )px cos q ln x و ( )px sin q ln xخواهد شد .  

pطبيعي است اگر  x باشد دامنه نوسانات براي <0 → pگرايد و اگر  نهايت مي  به بي∞+ x باشد دامنه نوسانات براي >0 →  به ∞+
  .گرايد صفر مي

pدر حالتي كه  )هاي جواب   باشد پايه=0 )cos q ln x و ( )sin q ln xدر بازه ( كه دامنه نوساناتشان محدود  خواهد شد[ ]1 , است ) −1
  .باشند ولي توابعي متناوب نمي

xهاي جواب در  اگر بخواهيم پايه)  ب →   : به صفر بگرايند بايد در معادله مشخصه داشته باشيم∞+

  ( )b a
0 0

a
−

< → −   مجموع دو ريشه>

  c0 0
a

> →   حاصلضرب دو ريشه<
xهاي جواب در  اگر بخواهيم پايه) ج   : به صفر بگرايند در معادله مشخصه داشته باشيم→+0

  ( )b a
0 0

a
−

> → −   مجموع دو ريشه<

  c0 0
a

> →   حاصلضرب دو ريشه<
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  هاي تواني يل با روش سريحل معادلات ديفرانس

  (Bessel Equation)ـ معادله بسل 1ـ2

)هر معادله ديفرانسيل به فرم  )2 2 2x y xy x p y 0′′ ′+ + − xچون .  يك عدد دلخواه است را معادله بسل گوييمp كه در آن =  يك =0

0Cي به صورت باشد، معادله داراي جواب نقطه منفرد منظم براي معادله بسل مي 0≠ ،n r
n

n 0
y C x

∞
+

=

 ′y ،yبا قرار دادن .  خواهد بود∑=

از طرفي . توان محاسبه نمود  را ميnC و ضرايب rوان، مقدار  هاي هم تx در معادله بسل و مساوي صفر قرار دادن ضرايب ′′yو 
rهاي معادله مشخصه به صورت  توان نشان داد كه ريشه مي p=   ).تحقيق به عهده دانشجويان(باشد   مي±

  :شود معمولي با معادله زير تعريف ميتوان گفت معادله بسل  به طور خلاصه مي
   ( )2 2 2x y xy x p y 0′′ ′+ + − =  

  :باشد جواب عمومي اين معادله به صورت زير مي
  ( ) ( ) ( )1 p 2 py x c J x c J x−=    عدد صحيح يا صفر نباشدpاگر   : +

  ( ) ( ) ( )1 p 2 py x c J x c Y x=    عدد صحيح باشدpاگر   : +
)كه  )pY x بسل نوع دوم از مرتبه  تابعpباشد  مي.  
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  ـ روابط و خواص مهم بین توابع بسل نوع اول2ـ2

)  ) عدد طبيعيp) (الف ) ( ) ( )p
p pJ x 1 J x− = −  

) عدد صحيح مثبت باشد pپس هر گاه  )pJ x و ( )pJ x−ندباش  وابسته خطي مي.  
  :نشان  داده شده است) ١-۲(نمودار توابع بسل نوع اول در شكل ) ب

  

  نمایش تابع بسل نوع اول
  :با توجه به نمودار توابع بسل نوع اول مشخص است كه) ج
)  )١ج ـ( )0J 0 1=  
pاگر ) ٢ـ  ج( )  : باشد≠0 )pJ 0 0=  
)(توابع بسل نوع اول ) ٣ج ـ ( )pJ xدر )  هاx   .باشند  كراندار مي=0
xتوابع بسل نوع اول به ازاء ) ٤ج ـ (   .شوند ، ميرا مي∞→
  .باشند نهايت صفر مثبت مي توابع بسل نوع اول داراي بي) ٥ـ  ج(

)  )د ) ( )p p
p p 1

d x J x x J x
dx −  =   

  :آيد دست مي از اين رابطه دو نتيجه زير به
)  )١دـ( ) ( ) ( )0 1 1p 0 J x J x J x−′= → = = −  

)  )٢دـ( ) ( )p p
p 1 px J x dx x J x c− = +∫  

)  )هـ ) ( )p p
p p 1

d x J x x J x
dx

− −
+  = −   

  :شود از اين رابطه نيز دو نتيجه مهم زير حاصل مي
)  )١هـ ـ( ) ( )0 1p 0 J x J x′= → = −  

)  )٢هـ ـ( ) ( )p p
p 1 px J x dx x J x c− −

+ = − +∫  
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)  )باشد  علامت تبديل لاپلاس ميL) (و ){ }0 2

1J x
1 s

=
+

L  

  ـ تابع بسل نوع دوم3ـ2
) كه با pتابع بسل نوع دوم از مرتبه  )pY xروابط زير برقرار استشود  نشان داده مي ،:  

)  ) عدد طبيعيp) (الف ) ( ) ( )p
p pY x 1 Y x− = −  

) عدد طبيعي باشد pاگر  )pY x و ( )pY x−باشند  وابسته خطي مي.  

)  )ب ) ( )p p
p p 1

d x Y x x Y x
dx −  =   

  :آيد دست مي از اين رابطه نتايج زير به
)  )١ب ـ( ) ( ) ( )0 1 1p 0 Y x Y x Y x−′= → = = −  

)  )٢ـب ( ) ( )p p
p 1 px Y x dx x Y x c− = +∫  

)  )ج ) ( )p p
p p 1

d x Y x x Y x
dx

− −
+  = −   

  :از اين رابطه هم نتايج مهم زير را خواهيم داشت
)  )١ـ ج( ) ( )0 1p 0 Y x Y x′= → = −  

)  )٢ـ ج( ) ( )p p
p 1 px Y x dx x Y x c− −

+ = − +∫  

  :نشان داده شده است) ٢-۲(نمودار توابع بسل نوع دوم در شكل ) د
  

  

   نوع دومنمایش تابع بسل
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  :از نمودار توابع بسل نوع دوم مشخص است كه
)(توابع بسل نوع دوم ) ١دـ( )pY xدر ) هاx   :كرانند يعني  بي=0

  ( )pY 0 = −∞  
xتوابع بسل نوع دوم به ازاء ) ٢دـ(   .شوند  ميرا مي∞→
  .باشند توابع بسل نوع دوم داراي بي شمار صفر مثبت مي) ٣دـ(

  ـ معادله بسل اصلاح شده4ـ2

)هر معادله ديفرانسيل به فرم  )2 2 2x y xy x p y 0′′ ′+ − + xبراي اين معادله نيز . ناميم  را معادله بسل اصلاح شده مي=  يك نقطه =0

كنيم و معادله داراي جوابي به  لذا براي حل اين معادله از سري فروبنيوس استفاده مي). ه عهده دانشجويانتحقيق ب(باشد  منفرد منظم مي

nصورت  r
n

n 0
y C x

∞
+

=

=   . باشد  مي∑

  :توان به شكل زير نوشت جواب معادله بسل اصلاح شده را نيز مي
  ( ) ( )1 p 2 p: y c I x c I x−=    عدد صحيح يا صفر نباشدp اگر +
  ( ) ( )1 p 2 p: y c I x c K x=    عدد صحيح يا صفر باشدp اگر +

pI تابع بسل نوع سوم از مرتبه p) يا تابع بسل اصلاح شده نوع اول ( وpKبسل نوع چهارم از مرتبه  تابع p)  يا تابع بسل اصلاح شده
  .باشد مي) نوع دوم

  :ـ رو ابط و خواص مهم توابع بسل نوع سوم5ـ2
)  ) عدد طبيعيp) (الف ) ( )p pI x I x− =  
  :ده شده استنشان دا) ٣-۲(نمودار توابع بسل نوع سوم در شكل ) ب

  

  نمایش تابع بسل نوع سوم 
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  :با توجه به نمودار توابع بسل نوع سوم مشخص است كه) ج
)  )١ج ـ( )0I 0 1=  
pاگر ) ٢ج ـ( )  : باشد≠0 )pI 0 0=  
)(توابع بسل نوع سوم ) ٣ج ـ( )pI xدر ) هاx   .باشند  كراندار مي=0

)  )د ) ( )p p
p p 1

d x I x x I x
dx −  =   

  :آيد دست مي از اين رابطه دو نتيجه زير به
)  )١د ـ( ) ( ) ( )0 1 1p 0 I x I x I x−′= → = =  

)  )٢د ـ( ) ( )p p
p 1 px I x dx x I x c− = +∫  

)  )هـ ) ( )p p
p p 1

d x I x x I x
dx

−
+  =   

)  )١هـ ـ( ) ( ) ( )0 1 1p 0 I x I x I x−′= → = =  

)  )٢هـ ـ( ) ( )p p
p 1 px I x dx x I x c−

+ = +∫  

  ـ روابط و خواص مهم توابع بسل نوع چهارم6ـ2
  :روابط زير برقرار استشود،   نشان داده ميpK كه با pتابع بسل نوع چهارم از مرتبه براي 
)  ) عدد طبيعيp) (الف ) ( )p pK x K x− =  
  :نشان داده شده است) ٤-۲(نمودار توابع بسل نوع چهارم در ) ب

  

  نمایش تابع بسل نوع چهارم
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  :يابد و داريم از نمودار مشخص است كه با افزايش متغير مستقل مقدار تابع بسل نوع چهارم كاهش مي
  ( )pK 0 =+ ∞  

)  )ج ) ( )p p
p p 1

d x K x x K x
dx −  = −   

  :آيد دست مي بطه، نتايج زير بهكه از اين را
)  )١ج ـ( ) ( ) ( )0 1 1p 0 K x K x K x−′= → = − = −  

)  )٢ج ـ ( ) ( )p p
p 1 px K x dx x K x c− = − +∫  

)  )د ) ( )p p
p p 1

d x K x x K x
dx

− −
+  = −   

  :آيد دست مي از رابطه فوق نتايج زير به
)  )١دـ( ) ( ) ( )0 1 1p 0 K x K x K x−′= → = − = −  

)  )٢دـ( ) ( )p p
p 1 px K x dx x K x c− −

+ = − +∫  

xوقتی : نكته   :صورت داریم  میل کند در این→0
  ( ) ( )0 0p 0 J 0 I 0 1= → = =  
  ( ) ( )p pp 0 J 0 I 0 0> → = =  

  ( )pI 0−± → ± ) و  ∞ )pp : J    مثبت و غيرصحيح−0
  ( ) ( )p p: K 0 , Y 0→ +∞ → −   p به ازاي تمام مقادير ∞

  : یک عدد صحیح باشد روابط زیر برقرار استpهر گاه : نكته
  ( ) ( ) ( )p

p pJ x 1 J x− = −  

  ( ) ( ) ( )p
p pY x 1 Y x− = −  

  ( ) ( )p pI x I x− =  
  ( ) ( )p pK x K x− =  

  ـ توابع خاص۷ـ ۲
  (Gamma Function) ـ تابع گاما ۱ـ ۷ـ ۲

)گاما به صورت تابع  )nΓشود  نمايش داده شده و با رابطه زير تعريف مي:  

)  )۱ـ۲(  ) n 1 x

0
n x e dx

∞
− −Γ =∫  
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  :براي تابع گاما رابطه زير برقرار است
   ( ) ( )n 1 n nΓ + = Γ  

  : عددي صحيح و مثبت باشد خواهيم داشتnكه اگر 
   ( )n 1 n! n 1,2,3,Γ + = =   

  .نامند  نيز مي(Factorial Function)همين خاطر گاهي تابع گاما را تابع فاكتوريل  به
  :شود ديده مي) ۱ـ۲(گيري از رابطه  با انتگرال

  ( ) ( ) ( )1 1 , 2 1 , 0.5Γ = Γ = Γ = π  

)مقدار تابع  1 مثال )6Γکدام است؟  
1 (6  2 (24  3 (60  4 (120  

  . درست است٤گزينه  :حل
  ( ) ( ) ( )n n 1 ! 6 5! 5 4 3 2 1 120Γ = − → Γ = = × × × × =  

3حاصل  2 مثال x

0
I x e dx

∞
 : برابر است با∫=−

1 (2  2 (6  3 (24  4 (12  

  . درست است٢گزينه  :حل
  :از روابط زير داريم

  
( )

( )

3 x

0

n 1 x

0

I x e dx

I 4 3! 6

n x e dx

∞
−

∞
− −


 =
 → = Γ = =


Γ =


∫
∫

  

 ـ تابع خطا ۲ـ۷ـ ۲

  :شود تابع خطا كه در مسائل مهندسي كاربرد زيادي دارد، به صورت زير تعريف مي

)  )۲ـ۲( )
2 2

x
u u

0 x

2 2erf x e du 1 e du
∞

− −= = −
π π∫ ∫  

  :شود  نيز با رابطه زير تعريف مي(Complementary Error Function)مكمل تابع خطا 

  ( ) ( )
2u

x

2erfc x 1 erf x e du
∞

−= − =
π ∫  

  ـ خواص تابع خطا و مكمل تابع خطا۳ـ۷ـ۲
۱ (( ) ( )erf 1 , erf 0 0∞ = =    ۲ (( ) ( )erfc 0 , erfc 0 1∞ = =  
۳ (( ) ( )erf x erfc x 1+ =    ۴ (( ) ( )erf x erf x− = −  

    ٥ (( )
2xd 2erf x e

dx
−=

π
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………………………………………………………………………………………………………… 

  تبديل لاپلاس و حل معادلات ديفرانسيل

  ـ تعریف تبدیل لاپلاس1ـ3
)لاپلاس تابع  )f tشود  به صورت زير تعريف مي:  

  ( ){ } ( ) ( )st

0
f t f t .e dt F s

∞
−= =∫L  

)مانند در اين كتاب در فصل تبديل لاپلاس از حروف كوچك  )f t براي توابع در فضاي t) و از حروف بزرگ ) محيط معمول حل مساله
)مانند  )F s براي توابع در فضاي s) استفاده خواهيم كرد) محيط تبديل شده.  

  اي واحد بع پلهـ تبدیل لاپلاس تا2ـ3
  :شود اي واحد به صورت زير تعريف مي تبديل لاپلاس تابع پله

  ( ){ } ( )
as

a
eu t s 0

s

−
= >L  

)در حالت كلي هر گاه  )F s تبديل لاپلاس تابع ( )f tباشد داريم :  
  ( ) ( ){ } ( ){ } ( ) ( )as as

au t f t a e f t e F s s a− −− = = >L L   

  ( ){ } ( ) ( )1 as
ae F s u t f t a− − = −L  

  .باشد  يك ثابت مثبت ميaكه 
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 تبديل لاپلاس توابع مهم

  f(t)تابع   F(s)تبديل لاپلاس   شرط

sبا شرط  0>  a
s

  a  

sبا شرط  a>  1
s a−

  ate  

sبا شرط  a>  2 2
s

s a+
  cos at  

sبا شرط  a>  2 2
a

s a+
  sin at  

sبا شرط  a>  2 2
s

s a−
  cosh at  

sبا شرط  a>  2 2
a

s a−
  sin at  

sبا شرط  n و <0 N∈  n 1
n!

s +
  nt  

sبا شرط  a و <0 1> −  ( )
a 1
a 1

s +

Γ +  at  

sبا شرط  0>  2 2

1

s a+
  ( )0J a t  

sبا شرط  0>  
ase

s

−
  ( )u t a−  

sبا شرط  0>  ase−  ( )t aδ −  

)عکس تبدیل لاپلاس  1مثال ) ( )2 2
1F s

s s 1
=

+
  : عبارت است از

۱ (( )f t t sin t= −    ۲ (( ) 2f t t sin t= −  

۳ (( ) ( )f t t cos t 1= −    ۴ (( ) ( )2f t t 1 cos t= −  

  . درست است١گزينه  :حل

  ( ) ( ) 2 22 2
1 1 1F s

s s 1s s 1
= = −

++
  

}جا  از آن } { }n
2 2 n 1

a n!sin at , t
s a s += =

+
L Lباشد، لذا  مي :( )f t t sin t= −  



 رياضي كاربردي

 

١٨  

: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  (First shifting theorem) قضيه اول انتقال ـ ۳ـ۳
) يك عدد حقيقي و aاگر  )F s تبديل لاپلاس تابع ( )f tتوان نوشت  باشد مي:  

  ( ){ } ( )ate f t F s a= −L  

  ( ){ } ( )1 atF s a e f t− − =L  

  (Second shifting theorem) قضيه دوم انتقال ـ ۴ـ۳
)اگر  )F s تبديل لاپلاس تابع ( )f t ،( )u tاي واحد و   يك تابع پلهaتوان نوشت  يك عدد حقيقي باشد مي:  

  ( ) ( ){ } ( )asu t a f t a e F s−− − =L  

  ( ){ } ( ) ( )1 ase F s u t a f t a− − = − −L  

)لاپلاس معکوس  2مثال )
2s

2
2eF s
s 4

−
=

−
   کدام است؟

۱ (( ) ( )2u t sinh t 4−    ۲ (( ) ( )2u t sinh 2t 2−  
۳ (( ) ( )2u t sinh t 2−    ۴ (( ) ( )2u t sinh 2t 4−  

  ntضرب يك تابع در   تبديل لاپلاس حاصلـ۵ـ۳
)هر گاه  )F sپلاس تابع  تبديل لا( )f tباشد، خواهيم داشت :  

  ( ){ } ( ) ( ) ( )n nnt f t 1 F s= −L  

  ( ) ( ){ } ( ) ( )nn1 nF s 1 t f t− = −L  
( ) ( )nF s مشتق مرتبه n ام تابع ( )F s نسبت به sست ا.  

)تبدیل لاپلاس تابع  3مثال )g t t cos at=برابر کدام است؟   

۱ (2 2
2as

s a+
  ۲ (

2 2

2 2
s a
s a

−

+
  ۳ (

( )
2 2

22 2

s a

s a

−

+
  ۴ (

( ) 22 2

2as

s a+
  

  . درست است٣گزينه  :حل

  ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )

2 2 2 2
1

2 2 2 22 2 2 2

s a 2s sd s s aG s 1
ds s a s a s a

+ −  −
= − = − =  +  + +
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  مشتقات يك تابع تبديل لاپلاس ـ۶ـ۳

)هرگاه تابع  )f t و مشتقات تا مرتبه ( )n ] ام آن در بازه −1 ) پيوسته و ∞,0[ ) ( )nf tاي پيوسته باشد خواهيم داشت  در اين بازه تكه:  

  ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n 1n n 1 n 2f t s F s s f 0 s f 0 f 0−− − ′= − − − −L  

( )F s تبديل لاپلاس تابع ( )f tبه ازاي مقادير مختلف . باشد  ميn آيد دست مي به… ، تبديل لاپلاس براي مشتق اول، دوم و:  
  ( ){ } ( ) ( )n 1 f t sF s f 0′= → = −L  

  ( ){ } ( ) ( ) ( )2n 2 f t s F s sf 0 f 0′′ ′= → = − −L  

  انتگرال تابع تبديل لاپلاس ـ۷ـ۳
)اگر  )F s تبديل لاپلاس تابع ( )f t باشد، در اين صورت تبديل لاپلاس براي انتگرال تابع ( )f tباشد  به صورت زير مي:  

  ( ) ( )
t

0

1f t dt F s
s

   = 
  ∫L  

  ( ) ( )
t

1

0

F s
f x dx

s
−   = 

   ∫L  

)حاصل  4مثال )
t

2

0
t cos 2t dt

  + 
  ∫Lکدام است؟   

۱ (3 2
2 s
s s 4

+
+

  ۲ (4 2
2 1

s s 4
+

+
  ۳ (

( )2 2
2

s s 4+
  ۴ (

( )4 2
2

s s 4+
  

  . درست است٢گزينه  :حل

  ( ) ( )2
3 2

2! sf t t cos 2t F s
s s 4

= + → = +
+

  

  :خواهيم داشت) ۷ـ۳(طبق رابطه تعريف شده در بند 

  ( ) ( )t
2

4 2
0

F s 2 1L t cos 2t dt
s s s 4

  + = = + 
+  ∫  

   انتگرال تابع تبديل لاپلاس يك تابعـ۸ـ۳
)هرگاه  )F s تبديل لاپلاس تابع ( )f tتوان نوشت صورت مي  باشد در اين:  

  ( ) ( )
s

f t
F s ds

t

∞   =  
  ∫ L  
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  قضيه مقدار اوليه تابعـ ۹ـ۳
)اگر  )F s تبديل لاپلاس تابع ( )f tباشد، خواهيم داشت :  

  ( ) ( )
t 0 s
lim f t lim sF s
→ →∞

=  

)البته رابطه فوق به شرطي درست است كه  )
s
lim sF s
→∞

  . وجود داشته باشد

1مقدار  5مثال
2

s 2
s 1

− − 
 

+ 
L وقتی t   :بر خواهد بود با است برا=0

۱ (2−  ۲ (1  ۳ (1
2

  ۴ (1−  

   قضيه مقدار نهايي تابعـ ۱۰ـ۳
)اگر تبديل لاپلاس تابع  )f t را با ( )F sصورت خواهيم داشت ان دهيم در اين نش:  

  ( ) ( )
t s 0
lim f t lim sF s
→∞ →

=  

)البته رابطه بالا به شرطي درست است كه حد  )
s 0

sF s
→

  . وجود داشته باشد

)هر گاه تبدیل لاپلاس تابع  6مثال )f t برابر 
s

2
e 3
s 2s

− −

−
) تابع صورت مقدار  باشد در این )f t وقتی t →   : برابر خواهد بود با∞

۱ (0  ۲ (1−  ۳ (3
2

  ۴ (1  

  . درست است٤گزينه  :حل

  ( ) ( ){ }
s

t s 0 s 0

e 3 1 3lim f t lim sF s lim 1
s 2 0 2

−

→∞ → →

− −
= = = =

− −
  

  (Convolution) قضيه پيچش يا كانولوشن ـ ۱۱ـ۳
)اگر لاپلاس دو تابع  )f t و ( )g t را با ( )F s و ( )G s نشان دهيم، كانولوشن يا پيچش دو تابع ( )f t و ( )g t به صورت زير تعريف 

  :شود مي
  { } ( ) ( )f *g F s .G s=L  

  كه در آن 

  ( ) ( ) ( ) ( )
t t

0 0
f *g f g t d f t g d= τ − τ τ = − τ τ τ∫ ∫  

f *g را كانولوشن توابع f و gلازم به يادآوري است كه . ناميم  ميτشود گيري از روابط حذف مي  متغير مجازي بوده و پس از انتگرال.  
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   خواص كانولوشنـ۱۲ـ۳
)براي كانولوشن دو تابع  )f t و ( )g tروابط زير وجود دارد :  

  :خاصيت جابجايي) ١
  f *g g *f=  

  :پذيري خاصيت شركت) ٢
  ( ) ( )f *g *h f * g *h=  

  :خاصيت پخشي) ٣
  ( )f * g h f *g f *h+ = +  

٤) (aعدد ثابت (  
  ( ) ( ) ( )f * ag af *g a f *g= =  

٥(  

  f *0 0*f 0= =  
٦(  

  f *1 f≠  
٧ (  

  ( ) { }
( ){ } ( )t

0

f t F s
1*f f t dt 1*f

s s
= → = =∫

L
L  

)جواب معادله انتگرالی  7مثال ) ( ) ( )
t

0
y t 1 t x y x dx= −    کدام است؟∫−

۱ (sin t  ۲ (cos t  ۳ (sinh t  ۴ (cosh t  

  . درست است٢گزينه  :حل
  :با توجه به تعريف پيچش دو تابع داريم

  ( ) ( )( )y t 1 t * y t= −  
  :گيريم حال از طرفين معادله فوق لاپلاس مي

  ( ) { } ( ){ } ( ) ( )2
1 1 1Y s t . y t Y s Y s
s s s

= − → = −L L  

  ( ) ( )
2

2 2
1 1 s 1 1Y s 1 Y s

s ss s

 + 
+ = → =       

  

  ( ) ( )2
sY s y t cos t

s 1
→ = → =

+
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   با استفاده از روش تبدیل لاپلاس(ODE) حل معادلات دیفرانسیل معمولی ـ13ـ3
 با استفاده از تبديل لاپلاس، ابتدا از طرفين معادله ديفرانسيل، لاپلاس گرفته و با توجه به تعريف تبديل ODEبراي حل يك معادله 

يابيم كه تبديل معكوس لاپلاس آن، جواب  ها را قرار داده و در نهايت با تبديل لاپلاس جواب را مي لاپلاس مشتقات يك تابع، معادل آن
  .معادله را خواهد داد

)دله انتگرالی جواب معا 8مثال )y 0 ) و =1 )
t

0

dy y d 1
dt

+ λ λ    کدام است؟∫=

۱ (( )y t sin t cos t t= + +    ۲ (( )y t sin t cos t= +  
۳ (( )y t sin t cos t t= − +    ۴ (( )y t sin t cos t= −  

  . درست است٢گزينه  :حل

)واضح است كه  )
t

0
y dλ λ∫ و 1 بيانگر كانولوشن دو تابع ( )y tباشد، لذا چنانچه از دو طرف معادله داده شده تبديل لاپلاس بگيريم،   مي

  :آيد دست مي به

  ( ) ( ) ( ) 1 1sY s y 0 Y s
s s

 − + × =     
  

  ( ) 2
Y 1 1 1 s 1sY 1 s Y 1 Y s
s s s s s 1

+ − + = → + = + → = 
  +

  

  ( ) ( )2 2
s 1Y s y t cos t sin t

s 1 s 1
= + → = +

+ +
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  سري فوريه

   تعریف سري فوریهـ1ـ4
)هر گاه تابع  )f x در فاصله [ ]L,L− ،تعريف شده باشد و در خارج از اين فاصله داشته باشيم ( ) ( )f x 2L f x+ ، به تعبير ديگر تابع =

( )f x دوره تناوب  دارايT 2L=توان به صورت زير نوشت  باشد، آن گاه سري فوريه يا بسط فوريه اين تابع را مي:  

  ( ) 0
n n

n 1

a n nf x a cos x b sin x
2 L L

∞

=

π π = + + 
 ∑  

  جائي كه 

  ( )
L

0
L

1a f x dx
L −

= ∫  

  ( )
L

n
L

1 na f x cos x dx , n 1,2,3,
L L−

π
= =∫   

  ( )
L

n
L

1 nb f x sin xdx , n 1,2,3,
L L−

π
= =∫   

)سري فوريه تابع متناوب با استفاده از فرم  )f x و روابط مربوط به na و nbتوان دو حالت خاص زير را در نظر گرفت  مي:  
)اگر تابع ) الف )f x تابعي متناوب با دوره تناوب ،T 2L=بوده و شرايط زير را نيز داشته باشد :  

  ( ) ( )f fx D x D , f x f x∀ ∈ ⇒ − ∈ − =  
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………………………………………………………………………………………………………… 

)يعني  )f xگاه خواهيم داشت تابعي زوج باشد، آن:  

  ( )
L

n n
0

2 na f x cos x dx , b 0 , n 0,1,2,3,
L L

π
= = =∫   

  .) ها متقارن باشدyتابع زوج از نظر هندسي تابعي است كه نمودار آن نسبت به محور (
)اگر تابع ) ب )f x تابعي متناوب با دوره تناوب ،T 2 L=باشد و شرايط زير را نيز داشته باشد :  

  ( ) ( )f fx D x D , f x f x∀ ∈ ⇒ − ∈ − = −  
)يعني  )f xگاه خواهيم داشت  تابعي فرد باشد، آن:  

  ( )
L

n n
0

2 nb f x sin xdx , a 0
L L

π
= =∫  

  )تابع فرد از نظر هندسي تابعي است كه نمودار آن نسبت به مبدا مختصات متقارن باشد(
  : توان به شكل زير بيان كرد  سري فوريه يك تابع زوج را مي:خلاصه

  ( ) 0
n

n 1

a nf x a cos x
2 L

∞

=

π
= + ∑ 

 :كه در آن

   ( ) ( )
L L

0 n n
0 0

2 2 na f x dx , a f x cos x dx , b 0
L L L

π
= = =∫ ∫ 

  .نامند دانه كسينوسي ميسري فوق را سري فوريه نيم 
  :توان به شكل زير بيان كرد سري فوريه يك تابع فرد را مي

  ( ) n
n 1

nf x b sin x
L

∞

=

π
= ∑  

  كه در آن

   ( )
L

0 n n
0

2 na 0 , a 0 , b f x sin x dx
L L

π
= = = ∫ 

  .دامنه سينوسي گويند سري فوق را سري فوريه نيم

sinضریب  1مثال 5x در بسط سري فوریه تابع ( ) ( ) xx f x
4

−π< < π    کدام است؟=

۱ (1
5
−  ۲ (1

10
−  ۳ (1

5
  ۴ (1

10
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  . درست است٤گزينه  :حل
)چون تابع  )f xتوان نوشت  فرد است مي:  

  5
0 0

2 x 1b sin 5xdx x sin 5xdx
4 2

π π

= =
π π∫ ∫  

  مشتق  انتگرال

x sin 5x
11 cos5x

5
10 sin 5x

25

+

−

−

−





  

  ( )5
0

1 x 1 1 1b cos5x sin 5x 1
2 5 25 2 5 10

π π   = − + = − × − =   π π   
  

  گیري از سري فوریه ـ مشتق2ـ4
)هرگاه تابع  )f x متناوب با دوره تناوب T 2L=اي به فرم زير باشد  داراي سري فوريه:  

  ( ) 0
n n

n 1

a n nf x a cos x b sin x
2 L L

∞

=

π π = + + 
 ∑  

) داشته باشيم و ) ( )f L f L= )، چنانچه − )f x′ در فاصله [ ]L,L−آيد دست مي اي پيوسته باشد، سري فوريه آن به فرم زير به  تكه:  

  ( ) n n
n 1

n n nf x a sin x b cos x
L L L

∞

=

π π π ′ = − + 
 ∑  

  گیري از سري فوریه ـ انتگرال3ـ4
)هر گاه تابع  )f x متناوب با دوره تناوب T 2L=اي به فرم زير باشد ، داراي سري فوريه:  

  ( ) 0
n n

n 1

a n nf x a cos x b sin x
2 L L

∞

=

π π = + + 
 ∑  

  :توان نوشت مي

  n n
n 1

L n na sin x b cos x k
n L L

∞

=

π π − + π  ∑( )
x

0

0

a
f t dt x

2
= +∫  

)البته طبيعي است كه براي رسيدن به سري فوريه تابع  )
x

0
f t dt∫ لازم است سري فوريه تابع x را با در نظر گرفتن T 2L=دست   به

0aآورده و در عبارت 
x

2
  . جايگزين نماييم

0aاي مانند  به تعبيري دقت كنيد سري فوريه يك تابع شامل جمله
x

2
  . نخواهد بود
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………………………………………………………………………………………………………… 

  تعامد و توابع متعامد
  ـ تعامد یا اورتوگونالیتی در مجموعه توابع1ـ5

aاي از توابع را به صورت زير در محدودة  اگر مجموعه x b≤   : داشته باشيم≥
)  )۱ـ۵( ) ( ) ( ){ }1 2 nx , x , , x , n 1,2,3,φ= φ φ φ =   

  :ناميم هر گاه به ازاي دو عضو دلخواه از اين مجموعه داشته باشيم  را يك مجموعه اورتوگونال ميφمجموعه 

)  )۲ـ۵( ) ( )
b

i j
a

0 i j
x x dx

0 i j
≠

φ φ = ≠ =∫  

  : يا طول آن برابر يك باشدكه دامنه ناميم در صورتي  مي(Normalized Vector) يا بردار نرماليزه (Unit Vector) را بردار واحد Aبردار 
  2A.A A 1= =

   
)مطابق تعريف فوق براي بردارها، براي تابع  )xφتوان گفت تابع   نيز مي( )xφ را در a x b≤ گوييم اگر داشته   نرمال يا نرماليزه مي≥

  :باشيم

  ( ){ }
b

2

a
x dx 1φ =∫  

طوري كه هر تابع نسبت به تمامي توابع ديگر مجموعه اورتوگونال باشد  در نظر بگيريم به) ۱ـ۵( را مطابق معادله φحال اگر مجموعه توابع 
ناميم يعني براي   مي(Orthonormal)اي از توابع اورتونرمال   را مجموعهφو هر تابع در اين مجموعه نرماليزه بوده باشد مجموعه توابع 

  :مجموعة فوق بايد داشته باشيم

  
( ) ( )

( ){ }

b

i j
a
b 2

i
a

x x dx 0 , i j

x dx 1 , i 1, 2,3,


 φ φ = ≠




φ = =


∫
∫ 
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  ـ توابع قابل تبدیل به توابع اورتوگونال و تعریف تابع وزنی2ـ5

)كنند يعني  صدق نمي) ۲ـ۵(بعضي از مجموعه توابع به خودي خود در معادله  ) ( )
b

i j
a

x x dxφ φ∫شود اما  ها مساوي صفر نمي  براي آن

)اگر تابعي مثل  )w xگردد ها ضرب شود در آن صورت انتگرال حاصله صفر مي ضرب آن  در حاصل:  

  ( ) ( ) ( )
b

i j
a

w x x x dx 0φ φ =∫  

)كه  )w x را تابع دانسيته يا تابع وزني Weight Function) يا (Density Functionدر اين صورت توابع . ناميم  مي( )i xφ و ( )j xφ را 
)نسبت به هم اورتوگونال با تابع وزني  )w xناميم  مي.  

)در اين حالت اگر توابع فوق با تابع وزني  )w x   : اورتونرمال باشند خواهيم داشت≤0

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }

b

i j
a
b 2

i
a

w x x x dx 0 , i j

w x x dx 1 , i j


 φ φ = ≠




φ = =


∫
∫

  

)شود كه توابع  ديده مي ) ( )iw x xφ در محدودة a x b≤   . توابعي اورتونرمال هستند≥

  ـ تعامد توابع خاص3ـ5
 cos و sinـ تعامد توابع ۱ـ ۳ـ۵

mتوابع متناوب  xsin
L
π و m xcos

L
π با توجه به روابط زير در محدودة ( )L x L 2L− ≤   . اورتوگونال هستند≥

  )۳ـ۵(
L

L

0 m nm x n xsin sin dx
L m nL L−

≠π π
=  =∫  

  )۴ـ۵(
L

L

0 m nm x n xcos cos dx
L m nL L−

≠π π
=  =∫  

  )۵ـ۵(
L

L

m x n xsin cos dx 0
L L−

π π
=∫  

  :مهاي لژاندر داري اي براي چندجمله

)  )۶ـ۵( ) ( )
1

m n
1

0 m n
P x P x dx 2 m n

2n 1−

≠
= 

= +
∫  

1هاي لژاندر در فاصله  اي دهد كه چندجمله رابطه فوق نشان مي x 1− ≤   . اورتوگونال هستند≥



 رياضي كاربردي

 

٢٨  

: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

)اگر  1مثال )21 x y 2xy 6 y 0′′ ′− − + ) و = )21 x y 2xy 2y 0′′ ′− − + )هایی به صورت   به ترتیب داراي جواب= )1y x و ( )2y x باشند 
  )84مهندسی فرآوري و انتقال گاز ـ :  (داریم

۱ (
1

1 2
1

2y y dx
5−

=∫    ۲ (
1

1 2
1

xy y dx 0
−

=∫  

۳ (
1

1 2
1

2y y dx
3−

=∫    ۴ (
1

1 2
1

y y dx 0
−

=∫  

  . درست است٤گزينه  :حل
]هاي لژاندر در بازه  اي ت معادلات لژاندر بوده و چندجملهمعادلات داده شده در صورت تس   : متعامد هستند پس داريم−1,1[

  
1

1 2
1

y y dx 0
−

=∫  

  :اي لژاندر مرتبه اول داريم براي چندجمله
  ( )1P x x=  

  ( ) ( ) ( )
1 1

n 1 n
1 1

I xP x dx P x P x dx
− −

= =∫ ∫  

  :وشتتوان ن مي) ۶ـ۵(از رابطه 

  
0 n 1

I 2 2 n 1
2 1 1 3

≠
=  = = × +

  

)كه توابع  ) ( )n nx J x , x J xµ λ 0 در فاصله x 1≤ )توابع توان گفت كه   اورتوگونال هستند به عبارتي مي≥ )nJ xλ و 
( )nJ xµ با تابع وزني X 0 در فاصله x 1≤   .باشند  اورتوگونال مي≥

  ـ بسط یک تابع بر حسب مجموعه توابع اورتوگونال4ـ5
)كنيم بخواهيم تابع  فرض مي )f x را بر حسب مجموعه توابع اورتوگونال ( ) ( ) ( ){ }1 2 nx , x , , x , n 1,2,φ φ φ = در .  بسط دهيم

  :توانيم بنويسيم صورت مي اين

  ( ) ( )n n
n 1

f x C x
∞

=

= φ∑  

  ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 n nf x C x C x C x= φ + φ + + φ  
)اگر طرفين را در  )n xφضرب و از طرفين انتگرال بگيريم خواهيم داشت :  

  ( ) ( ) ( )
b b

2
n n n

a a
f x x dx C x dxφ = φ∫ ∫  
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yمقادیر و توابع ویژه مساله  2مثال y 0′′ + λ ) با فرض = )y a ) و =0 )y 0 0′    کدامند؟=

۱ (
2

n n
n x ny cos ,
a a
π π = λ = 

 
  ۲ (n n

n x ny cos ,
a a
π π

= λ =  

۳ (
2

n n
2n 1 2n 1y cos x ,

2a 2a
− − = π λ = π 

 
  ۴ (n n

2n 1 2n 1y cos x ,
2a 2a

− −
= π λ = π  

  . درست است٣گزينه  :حل
  :دهيم ابتدا معادله مشخصه را تشكيل مي

  2 2m 0 m m i+ λ = → = −λ → = ± λ  
  1 2 1 2y C sin x C cos x y C cos x C sin x′= λ + λ → = λ λ − λ λ  

)با اعمال شرط مرزي  )y 0 0′   : داريم=
  ( ) ( )1 2 1 2C cos 0 C sin 0 0 C 0 y C cos xλ − λ = → = → = λ  

)با اعمال شرط مرزي  )y a   : داريم=0

  2C 0
2C cos a 0 cos a 0

≠
λ = → λ =  

  ( )
22n 1a 2n 1

2 2a
π − → λ = − → λ = π 

 
  

پس مقدار ويژه 
2

n
2n 1

2a
− λ = π 

 
n و توابع ويژه 

2n 1y cos x cos x
2a

−
= λ = πباشد  مي.  



 

: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

 
  سازي مسايل در مهندسي شيمي فرمولاسيون و مدل

  ـ یادآوري1ـ6
  ـ گرادیان1ـ1ـ6

)گراديان ميدان اسكالر  )W A x , y , z=شود  به شكل زير تعريف مي:  

  A A Agrad
x y z

∂ ∂ ∂
=∇ = + +

∂ ∂ ∂
A A i j k  

  ـ دیورژانس2ـ1ـ6
x ديورژانس ميدان برداري y zA A A A= + +i j kشود  به شكل زير تعريف مي:  

  yx zAA A
div .

x y z
∂∂ ∂

=∇ = + +
∂ ∂ ∂

A A  

  ـ کرل3ـ1ـ6
  :شود  به شكل زير تعريف ميAكرل ميدان برداري 

  

x y z

curl
x y z

A A A

∂ ∂ ∂
=∇× =

∂ ∂ ∂

i j k

A A  
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  ∇2ـ عملگر لاپلاسین 4ـ1ـ6
  :شود هاي مختلف به شكل زير بيان مي ين در دستگاهعملگر لاپلاس

  مختصات كارتزين) الف

  
2 2 2

2
2 2 2x y z

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂
  

  اي  مختصات استوانه) ب

  
2 2

2
2 2 2

1 1r
r r r r z

∂ ∂ ∂ ∂ ∇ = + + ∂ ∂  ∂θ ∂
  

  مختصات كروي) ج

  
2

2 2
2 2 2 2 2

1 1 1r sin
r rr r sin r sin

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + θ +   ∂ ∂ ∂ θ ∂ θθ θ ∂ φ   

 

  :شود در حالت كلي لاپلاسين يك كميت به شكل زير بيان مي : نکته

  2 n
n

1 r
r rr

 ∂ ∂ Ψ
∇ Ψ = + ∂ ∂ 

  

: n    مختصات كارتزين=0
: n   اي  مختصات استوانه=1
: n    مختصات كروي=2

  (Material Derivative)ـ مشتق مادي یا کامل 5ـ1ـ6
Dمشتق مادي يا مشتق كامل يك كميت را كه با علامت 

D t
  :كنيم دهيم به صورت زير تعريف مي  نشان مي

  DM M V. M
Dt t

∂
= + ∇

∂
  

  :كنيم هاي مختلف مشتق كامل يا مشتق مادي را به شكل زير تعريف مي در دستگاه
  مختصات كارتزين) الف

  x y z
D V V V
Dt t x y z

∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
  

  اي مختصات استوانه) ب

  r z
VD V V

D t t r r z
θ∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ θ ∂

  

  تصات كرويمخ) ج

  r
VVD V

D t t r r r sin
φθ∂ ∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ θ θ ∂ φ
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Dمشتق كامل اخير را كه با علامت 
Dt

 در هر سه (Steady State)در فرآيند يكنواخت . ناميم  ميDerivative Substantialدهيم   نشان مي

0حالت فوق 
t

∂
=

∂
  .باشد  مي

و با تعريف 
p

K
C

α =
ρ

  : به عنوان ضريب نفوذ حرارتي خواهيم داشت

  ( ) ( )r , t r , t2
2

T T1 1r
r r tr

∂ ∂ ∂
  =
 ∂ ∂ α ∂ 

  

  .اي بوده و براي حل آن نياز به دو شرط مرزي و يك شرط اوليه داريم معادله فوق يك معادله ديفرانسيل پاره

دماي .  استL و Rشعاع و طول لوله به ترتیب . شود اي داغ، مطابق شکل زیر گرم می جریانی از هواي سرد با عبور از یک لوله استوانه 1مثال
 uهوا با سرعت . باشد  میpC وρچگالی و گرماي ویژه هوا به ترتیب .  استh و ضریب انتقال حرارت هواي لوله WTدیواره استوانه مقدار ثابت 

دست آورید که تغییرات دماي هوا را در طول لوله در شرایط پایدار نشان  اي به  باشد، معادله0Tاگر دماي هواي ورودي . کند در لوله حرکت می
  .دهد

١ (( )
2

w2
p

T 2h T T 0
uR CZ

∂
+ − =

ρ∂
           ٢ (( )

2

w2
p

T 2h T T 0
uR CZ

∂
− − =

ρ∂
  

٣ (( )w
p

T 2h T T 0
Z uR C

∂
− − =

∂ ρ
            ٤ (( )w

p

T 2h T T 0
Z uR C

∂
+ − =

∂ ρ
  

  

  . درست است٤گزينه  :حل
رت نسبت به انتقال حرارت در اثر توان از نفوذ حرا ها كوچك است مي جا كه ضريب هدايت حرارتي گازها نسبت به گرماي ويژه آن از آن

توان از هدايت حرارتي  ولي در جامدات نمي. كار برد توان به ها نيز مي اين فرض را براي مايعات متحرك در لوله. نظر كرد حركت سيال صرف
ن هوا ثابت بوده و توليد كنيم چگالي، گرما ويژه و سرعت جريا علاوه بر اين فرض مي. نظر كرد، زيرا ضريب هدايت حرارتي زياد است صرف

  .يا مصرف حرارت نداريم
 در نظر گرفته و موازنه انرژي را روي آن ∆Zاي شكل به طول  چون توزيع دما فقط تابعي از طول لوله است، جزء حجمي استوانه

  :نويسيم مي

  ( )p p w
Z Z Z

mC T mC T hS T T 0
+ ∆

− − − =   

)  )۱ـ۶( ) ( ) ( )p p w
Z Z Z

u C TA u C TA hS T T 0
+∆

ρ − ρ − − =  

S سطح جانبي جزء حجم و Aسطح مقطع جزء حجم است به طوري كه :  
  2S 2 R Z , A R= π ∆ =π  
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2و تقسيم طرفين بر ) ۱ـ۶( در معادله S و Aبا جايگذاري 
pu C R Zρ π   :ت خواهيم داش∆

  ( )Z Z Z
w

p

T T
2h T T 0

Z uR C
+ ∆

−

− − =
∆ ρ

  

Zچنانچه  0∆   : خواهيم داشت→

  ( )w
p

T 2h T T 0
Z uR C

∂
+ − =

∂ ρ
  

رود؟ ضریب انتقال گرماي  کار می دست آوردن توزیع دما در یک پره مثلثی مطابق شکل نشان داده شده به یک از معادلات زیر براي به کدام 2مثال
 )87مهندسی مخازن هیدروکربوري ـ  (. استk و ثابت هدایت گرمایی پره ∞T و دماي محیط در نقاط دور از پره hجابجایی پره با محیط 

١ (( )h T Td dTx 0
dx dx 2 k

∞−  − = 
 

  

٢ (( )h T Td dTx 0
dx dx 2 k

∞−  + = 
 

  

٣ (( )2 h T Td dTx 0
dx dx k

∞−  − = 
 

  

٤ (( )2 h T Td dTx 0
dx dx k

∞−  + = 
 

  
)١(   

  . درست است٣گزينه  :حل
براي پرة مثلثي جزء ديفرانسيلي مطابق شكل در نظر گرفته و با فرض يك بعدي بودن انتقال حرارت موازنه انرژي را در حالت پايدار 

  :نويسيم مي

   

)  )۲ـ۶( ) ( ) ( )x x
x x x

q 1 y q 1 y hS T T 0∞
+ ∆

× × − × × − − =  

  .باشد  سطح بالا و پايين جزء ديفرانسيلي در معرض انتقال حرارت جابجايي با محيط ميSكه 
  :طبق قضيه تالس
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x  )۳ـ۶( y y 2 x
H 2H

= → =  

)  )۴ـ۶( ) x xS 2 1 z , cos S 2
z cos

∆ ∆
= × × ∆ β = → =

∆ β
  

  :خواهيم داشت) ۲ـ۶(در رابطه ) ۴ـ۶(و ) ۳ـ۶(با جايگذاري 

  ( )
x x

x x x

x T T
2 xq 2 xq 2h 0

cos
∞

+ ∆

∆ −
− − =

β
  

x و ∆xيم طرفين بر با تقس 0∆   : خواهيم داشت→

  ( ) ( )
x

h T T
xq 0

x cos
∞−∂

− − =
∂ β

  

Tqبا جايگذاري  k
x

∂
= −

∂
  : خواهيم داشتk و ثابت فرض كردن 

  ( )h T TTk x 0
x x cos

∞− ∂ ∂
− = ∂ ∂ β 

  

  :توان فهميد كه له ميبا توجه به شكل مسئ

  22tan 1 45 cos
2 2

β = = → β = → β =  

  سازي هاي مدل تست ـ نکات مهم در حل2ـ6
يل ، بايد يكي از عبارات زير در معادلة ديفرانسr، در صورت وجود مشتق دوم نسبت به rاي در جهت  هاي استوانه سازي سيستم  در مدل 1 نکته

  :وجود داشته باشد

  
2

2
1 u u 1 ur ,
r r r r rr

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ ∂ ∂ ∂∂ 

  

kA بعنوان کاتالیست براي واکنش درجه اول غیربازگشتی 0Rاي متخلخل و بلند به شعاع  استوانه 3مثال B→ در یک راکتور پر شده عمل 
 در داخل کاتالیست در حالت پایدار با کدام A باشد، معادله توزیع غلظت مادة ASCلیست کننده روي سطح کاتا نماید اگر غلظت مادة واکنش می

  .)باشد  میAD ثابت و برابر Aضریب نفوذ مادة (شود؟  رابطه داده می

1 (
2

A
A2

A

C k C 0
Dr

∂
− =

∂
  2 (

2
A

A2
A

C 2k C 0
Dr

∂
− =

∂
  

3 (A
A

A

C1 kr C 0
r r r D

∂ ∂
− =  ∂ ∂ 

  4 (A
A

A

C1 kr C 0
r r r D

∂ ∂
+ =  ∂ ∂ 

  

  . درست است٣گزينه  :حل
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AC1اي جمله  هاي استوانه در سيستم r
r r r

∂ ∂
  ∂ ∂ 

 را خواهيم داشت نه 
2

A
2

C

r

∂

∂
 از Aچون مادة . صحيح نيستند ٢ و ١، بنابراين گزينه 

)رود  بين مي )A AR kC=   . درست است٣ لذا گزينه −

 دیسک و هواي اطراف که در ضریب انتقال حرارت متوسط براي.  قرار داردwT در دماي δاي به ضخامت ناچیز  سطح جانبی دیسک دایره 4مثال
   .   استkکند؟ ثابت هدایت حرارتی دیسک  گویی می کدام معادله توزیع دماي دیسک را پیش.  استh قرار گرفته ∞Tدماي 

 )٨٤مهندسي شيمي ـ (

۱ (( )
2

2
d T h T T 0

kdr
∞− − =

δ
  ۲ (( )

2

2
d T 2h T T 0

kdr
∞− − =

δ
  

۳ (( )d dT hrr T T 0
dr dr k ∞

 − − − =  δ 
 ۴ (( )d dT 2hrr T T 0

dr dr k ∞
  − − =  δ 

  
 

  . درست است٤گزينه  :حل

اي جمله  هاي استوانه در سيستم
2

2
d T
dr

اي  هاي استوانه در سيستم.  صحيح نيستند٢ و ١هاي  بنابراين گزينه. شود  به تنهايي ظاهر نمي

1جمله  Tr
r r r

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

Tr يا 
r r

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

  . درست است٤شود و گزينه   ظاهر مي

  :وجود داشته باشد باید یکی از عبارات زیر در معادله دیفرانسیل r، در صورت وجود مشتق دوم نسبت به rهاي کروي در جهت   در سیستم 2 نکته

  
2 2

2 2 2
2 2 2

1 u u u u u 2 ur , r 2r , r ,
r r r r r r rr r r

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂   

  

یک از  توزیع دماي ناپایدار در این کره با کدام. شود  سرد می∞T در محیطی به دماي 0T و دماي ابتدایی 0Rاي فلزي به شعاع  کره 5مثال

k و C و k ،ρضریب هدایت حرارتی، دانسیته و ظرفیت حرارتی کره به ترتیب (شود؟  میمعادلات زیر داده 
C

α =
ρ

ضریب انتقال . باشد  می

  )شود  فرض میhحرارت جابجایی 

1 (1 T 1 Tr
r r r t

 ∂ ∂ ∂
= ∂ ∂ α ∂ 

    2 (2
2
1 T 1 Tr

r r tr

 ∂ ∂ ∂
= ∂ ∂ α ∂ 

  

3 (( )
2

2 2
1 T 1 Th T T

tr r
∞

∂ ∂
− − =

α ∂∂
    4 (

2

2
T 1 T

tr
∂ ∂

=
α ∂∂

  

  . درست است٢گزينه  :حل

2در مختصات كروي جمله 
2

1 Tr
r rr

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

1عبارات .  را خواهيم داشت Tr
r r r

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

 و 
2

2
T

r
∂

∂
 و 

2

2 2
1 T

r r
∂

∂
 در سيستم كروي ظاهر 

  . درست است٢بنابراين گزينه . شوند نمي
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  : در سيستم كروي بنويسيم خواهيم داشتتوزيع دماي ناپايدار رااگر معادله 

  
2

2
2 2 2 2 2

1 T 1 T 1 T qr sin
r r kr r sin r sin

   ′′∂ ∂ ∂ ∂ ∂  + θ + +   ∂ ∂ ∂ θ ∂θ    θ θ ∂ φ 
  

  r
u u1 T T T Tu

t r r r sin
θ φ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + +  α ∂ ∂ ∂ θ θ ∂ φ 
  

ruبا فرض  u u 0θ φ= = = ،
2

2
T 0∂

=
∂ φ

Tsin و  0
 ∂ ∂

θ = ∂ θ ∂ θ 
2 به معادلة 

2
1 T 1 Tr

r r tr

 ∂ ∂ ∂
= ∂ ∂ α ∂ 

  .رسيم  مي

kAعنوان کاتالیست براي واکنش درجه دوم غیربرگشتی   به0Rیک کره متخلخل به شعاع  6مثال B→کند ر شده عمل می در یک راکتور پ .
 در داخل کاتالیست در حالت ناپایدار با کدام A باشد، معادله توزیع غلظت ماده ASC روي سطح کاتالیست Aدهنده  اگر غلظت مادة واکنش

  )باشد  میAD ثابت و برابر Aضریب نفوذ ماده (شود؟  رابطه داده می

1 (1 C 1 Cr
r r r D t

 ∂ ∂ ∂
= ∂ ∂ ∂ 

    2 (2
2

1 C 1 Cr
r r D tr

 ∂ ∂ ∂
= ∂ ∂ ∂ 

  

3 (21 C 1 C kr C
r r r D t D

 ∂ ∂ ∂
= + ∂ ∂ ∂ 

    4 (2 2
2
1 C 1 C kr C

r r D t Dr

 ∂ ∂ ∂
= + ∂ ∂ ∂ 

  

  . درست است٤گزينه  :حل
از طرف ديگر در مختصات .  نادرست هستند٢ و ١هاي   وجود دارد پس گزينه٤ و ٣هاي  هجمله مربوط به واكنش شيميايي فقط در گزين

2كروي 
2

1 Cr
r rr

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

1 را داريم نه  Cr
r r r

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

  . درست است٤بنابراين گزينه . 

در جهت حرکت توده سیال جمله مربوط به انتقال مولکولی   3 نکته
2

2x

 ∂
  ∂ 

  .باشد نظر کردن می  قابل صرف

دماي دیواره .  استL و Rترتیب   شعاع و طول لوله به. شود اي داغ، مطابق شکل، گرم می جریانی از هواي سرد با عبور از یک لوله استوانه 7مثال
 در uهوا با سرعت . باشد  میpC و ρچگالی و گرماي ویژه هوا به ترتیب .  استhضریب انتقال حرارت هواي لوله  و wTاستوانه مقدار ثابت 

  شود؟ یک از معادلات زیر داده می یط پایا با کدامتغییرات دماي هوا در طول لوله در شرا. کند لوله حرکت می

۱ (( )
2

w2
p

T 2h T T 0
R uCz

∂
− − =

ρ∂
           ۲ (( )

2

w2
p

T 2h T T 0
R uCz

∂
+ − =

ρ∂
  

۳ (( )w
p

T 2h T T 0
z R uC

∂
− − =

∂ ρ
              ۴ (( )w

p

T 2h T T 0
z R uC

∂
+ − =

∂ ρ
    

  . درست است٤گزينه  :حل

رارتي نداريم پس  نفوذ حzدر جهت 
2

2
T 0

z
∂

=
∂

از طرف ديگر چون هواي سرد داخل لوله گرم .  نادرست هستند٢ و ١هاي  بنابراين گزينه. 

Tشود پس  مي 0
z

∂
>

∂
  : درست است زيرا٤ لذا گزينه 

  ( ) wT T
w

p

T 2h TT T 0
z R uC z

<∂ − ∂
= − → >

∂ ρ ∂
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  اي حل معادلات ديفرانسيل پاره
   حالت كلي شرايط مرزي و شرايط مرزي همگن و غيرهمگنـ۱ـ۷

  :توان به شكل زير نوشت در حالت كلي شرط مرزي را مي
   au bu c′ + =  

a  شرط مرزي نوع اول 0= →  

b  شرط مرزي نوع دوم 0= →  

a,b  شرط مرزي نوع سوم 0≠ →  

c  شرط مرزي همگن 0= →  

c  شرط مرزي غيرهمگن 0≠ →  
توان گفت اگر درشرط مرزي فقط تابع و مشتق تابع وجود داشته باشد شرط مرزي همگن است ولي اگر در شرط مرزي  به طور كلي مي

  :به عنوان مثال. د داشته باشد شرط مرزي غير همگن استغير از تابع و مشتق تابع، عدد ثابت هم وجو

  شرط مرزي نوع اول همگن) الف

  شرط مرزي نوع دوم همگن) ب

  شرط مرزي نوع سوم همگن ) ج

T(x 0 , t) 0
T(x L , t) 0

x
T(x L , t)k h T(x L, t)

x

= =
∂ = =
 ∂
 ∂ = = =

∂
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  ـ شرايط استفاده از روش جداسازي متغيرها۲ـ۷
  :ود داردسه شرط كلي لازم براي استفاده از روش جداسازي متغيرها وج

  شرط فيزيك مسئله) الف
خواهيم مسئله را حل كنيم طول محدود و  توان با استفاده از روش جداسازي متغيرها حل نمود كه در راستايي كه مي مسائلي را مي

نهايت  يهاي نيمه ب به همين دليل معمولاً براي اجسام يا سيستم.  يا كره با شعاع مشخصLمشخصي داشته باشيم مانند ميله با طول 
(Semi Infinite)شود  از اين روش استفاده نمي .  

  شرط معادله ديفرانسيل) ب
اي ناهمگن  كه معادله ديفرانسيل پاره صورتي در . توان از روش جداسازي متغيرها حل نمود اي همگن را مي فقط معادلات ديفرانسيل پاره

  .كنيم  استفاده مي(Super Position) نهي  باشد، براي حل اين معادلات از روش جمع آثار يا بر هم 

  شرط شرايط مرزي) ج
  .اي باشد كه پس از تغيير متغير بتوانيم شرايط مرزي را به شكل همگن درآوريم شرايط مرزي بايد به گونه

عادله را با م.  و سطح مقطع ثابت با رابطه زیر داده شده استLاي محدود با طول  معادله دیفرانسیل توزیع دماي ناپایدار در قطعه  1 مثال
  .شرایط مرزي و اولیه داده شده حل نمائید

  
2

2
T 1 T

tx

∂ ∂
=

α ∂∂
  

  0IC : T(x , t 0) T= =  
  BC.1: T(x 0 , t) 0= =  
  BC.2 : T(x L , t) 0= =  

  

    : حل
قابل تبديل به با تغيير متغير ي هر دو شرط مرزيا  به روش جداسازي متغيرها، بايد شرايط مرزي همگن بوده و PDEبراي حل مسئله 

كنيم مسئله را بتوانيم با استفاده از جداسازي متغيرها حل  فرض مي. باشد در اين مسئله هر دو شرط مرزي همگن مي. حالت همگن باشند
  :كنيم

  T(x, t) F(x). (t)= τ  

  
2 2

2 2
T 1 T (F. ) 1 (F. )

t tx x

∂ ∂ ∂ τ ∂ τ
= → =

α ∂ α ∂∂ ∂
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τ تابع xباشد همينطور   نميF تابعيتي از tندارد پس :  
2

2
F F F 1

t Fx

′′ ′∂ ∂τ τ
τ = → =

α ∂ α τ∂
  

F و درنتيجه F′′ فقط تابع x است در صورتي كه τ و درنتيجه ′τ فقط تابعي از tتوان گفت يك تابع مستقل از   است لذا ميx)  

Fيعني
F
1يعني tبا يك تابع مستقل از ) ′′ ′τ 

 α τ 
  :دن كه هر دو طرف مقدار ثابتي باشاين تساوي زماني برقرار است. برابر است 

  موهومي
2

2

0

 + λ



−λ

  حقيقي
F 1 k
F



′′ ′τ = = = 

α τ 



  

kثابت جداسازي . ناميم  را ثابت جداسازي ميkاين حالت را بررسي نخواهيم كرد.  زماني موهومي است كه شرايط مرزي با زمان تغيير كند .  
  :رسيم  حقيقي باشد به دو معادله ديفرانسيلي معمولي زير ميkوقتي 

F 1k , k
F
′′ ′′τ

= =
α τ

  

  :شوند شرايط مرزي به شكل زير بيان مي
  
  

T(x 0, t) 0 F(x 0) (t) 0 F(x 0) 0
T(x L, t) 0 F(x L) (t) 0 F(x L) 0

= = → = τ = → = =
 = = → = τ = → = =

  

  : حقيقي باشد سه حالت زير را خواهيم داشتkوقتي 
2k :حالت اول 0= +λ >  

22 t
1

2

1 (t) C e

F F 0

+αλ′τ = +λ → τ =
α τ

 ′′ − λ =

  

,T(xجواب نهايي برابر است با  t) F(x). (t)= τ زمانگذشت و در نتيجه با ، ( )tτ نهايت دما به در زمان بي دما مرتباً افزايش يافته و  و
  .سمت بي نهايت ميل مي كند

t : T(x, t)→∞ →∞  
2kلذا . كه اين شرط با فيزيك مسأله تطابق ندارد = +λنمي تواند جواب قابل قبولي باشد  .  

k: حالت دوم 0=  

1
1 0 (t) C

F 0 F 0 F(x) Ax B
F

′τ = → τ =α τ

 ′′

′′= → = → = +


  

,T(x هر دو به دست آيند از حاصلضرب اين دو تابع مقدار τ(t)و   F(x)با فرض اينكه   t)آيد  نيز به دست مي .  
1T(x, t) F(x). (t) C (Ax B)= τ = +  

  Fτطرفين بر
 شوند تقسيم مي
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,T(xمشخص است كه  t)تابعيتي از ، به دست آمده t نداشته و جواب پايدار (Steady state) باشد مسئله مي.  
F(0) 0 B 0 F(x) Ax F(x) 0F(L) 0 AL 0 A 0

= → = → =  → == → = → = 
  

F(x)  .باشد پس جواب پايدار مسئله برابر صفر مي 0T(x, t) F(x). (t) T(x, t) 0== τ → =  
2k :حالت سوم 0= −λ >  

  2 2F F F 0
F
′′

′′= −λ → + λ =  

  2 2
1 2: m 0 m , m i+ λ = → = ±λمعادله مشخصه  

  F(x) Asin x Bcos x= λ + λ  
  ( )F(0) 0 0 0 B B 0 F x Asin x= → = + → = → = λ  

  A 0
n

nF(L) 0 0 Asin L sin L 0 sin n , n 1,2,3,
L

≠ π
= → = λ → λ = = π → λ = =   

nλ را مقدار ويژه (Eigen value)پس. ناميم  مي:  

  nF(x) Asin x
L
π

=  

  2 2 21 d d dt
dt

′τ τ τ
= −λ → = −αλ τ → = −αλ

α τ τ
  

  
2

2
n t

t L
2 2(t) C e C e

π −α −αλ  τ = =  

نهي، جواب كلي  با استفاده از اصل برهم. آيد هاي متفاوت به دست ميτ(t) و F(x)ي مختلف و درنتيجه هاnλهاي مختلف  nازاي به 
  :هاي فوق است مجموع كليه جواب

  ( )
2

n t
n n

n 1
T(x, t) C sin x .e

∞
−αλ

=

= λ∑  

nكه  2C AC= بوده و n
n , n 1,2,...
L
π

λ =   .باشد مي =
  :كنيم  شرط اوليه را اعمال ميnCدست آوردن براي به 

  ( )0 0 n n
n 1

T(x , t 0) T T C sin x
∞

=

= = → = λ∑  

0T را برحسب مجموعه توابع اورتوگونال ( )nsin xλايم پس  بسط داده:  

  
( )

( )

L

0 n
0

n L
2

n
0

T sin x dx

C

sin x dx

λ

=

λ

∫
∫

  

  
( )

L
n0

00
n

n LT sin x dx T 1 1L nC
L L
2 2

π 
   − −    π= =

∫
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  فرد

  زوج

0

n

4T
n

nC

0 n


= π= 


=

  

  :نويسيم پس جواب كلي را به صورت زير مي

  ( )n
n n 1,2,
L
π

λ = =  و ( )
2

n t
n n

n 1
T (x , t) C sin x .e

∞
−αλ

=

= λ∑  

  :و يا

  
2n t

L0

n 1
n odd

4 1 nT(x, t) sin x .e
n L

π ∞ −α 
 

=
=

Τ π =  π  ∑  

 جواب معادله :خلاصه
2

2
T 1 T

tx

∂ ∂
=

α ∂∂
  :باشد  به صورت زير مي

  
2
n t

s n nT(x, t) T A (x).e−αλ= + φ∑  
n.  جواب پايدار مسئله بوده و در ادامه روش كوتاهي براي يافتن آن ارائه خواهد شدsTكه  (x)φ و nλ به ترتيب تابع ويژه و مقدار ويژه 
xع شرط مرزي در باشند كه نوع تابع ويژه و مقدار ويژه به نو مي x و =0 L=براي يافتن ) ١ـ۷(جدول .  بستگي داردn (x)φ وnλ به 

  . كافي است شرط اوليه را اعمال كنيمnAضمناً براي يافتن . رود كار مي

) و nλمقادير ): ۱ـ۷(جدول  )n xφ براي معادله 
2

2
T 1 T

tx
∂ ∂

=
α ∂∂

 

  شرايط مرزي
nتابع ويژه  (x)φ   مقدار ويژهnλ  

x L= x 0= 
  حالت

nsin xλ  n
L
π  ١  نوع اول  نوع اول  

nsin xλ  2n 1
2L

+
π  ٢  نوع اول  نوع دوم  

ncos xλ  n
L
π  ٣  نوع دوم  نوع دوم  

ncos xλ  2n 1
2L

+
π  ٤  نوع دوم  نوع اول  

nsin xλ  )هاي مثبت ريشه (hcot( L)
k
−

λ =
λ

  ٥  نوع اول  نوع سوم  

ncos xλ  )هاي مثبت ريشه (htan( L)
k
+

λ =
λ

  ٦  نوع دوم  نوع سوم  

nsin xλ   ٧  نوع سوم  نوع اول  .باشد مي) ٥(با تغيير مبدأ مختصات مشابه حالت  

ncos xλ   ٨  نوع سوم  نوع دوم  .باشد مي) ٦(با تغيير مبدأ مختصات مشابه حالت  
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  اي با شرايط مرزي ناهمگن معادلات ديفرانسيل پاره- ۷-۳
  . پردازيم شرايط مرزي ناهمگن مي با PDEدر اين قسمت به حل معادلات 

  . ، با شرایط مرزي و اولیه داده شده به دست آوریدPDEمعادله توزیع دما را براي معادله دیفرانسیل   2 مثال

  
2

2
T 1 T

tx

∂ ∂
=

α ∂∂
  

T(x  )۱ـ۷( , t 0) F(x)= =  
1T(x  )۲ـ۷( 0 , t) T= =  
2T(x  )۳ـ۷( L , t) T= =  

   :حل
اما با تغيير متغير .  را داريم(L) كه دنبال توزيع دما هستيم، طول محدود و مشخص xدر راستاي . باشد معادله داده شده، همگن مي

xتوانيم شرايط مرزي را در  نمي x و =0 L=وانيم همزمان به صورت همگن هرگاه شرايط مرزي را نت.  همزمان به صورت همگن درآوريم
  . كنيم  استفاده مي(Super Position)نهي   از روش جمع آثار يا برهمPDEدرآوريم براي حل معادله 

,T(xبه اين شكل كه تغييرات . كنيم در اين روش از مفهوم دماي تعادلي استفاده مي t) را به دو قسمت v(x, t) و u(x)كنيم كه   تقسيم مي
v(x, t) نمايانگر تغييرات دما تا زمان رسيدن به حالت تعادل و u(x)لذا. باشد  نمايانگر دماي حالت تعادل مي:  

,T(x  )۴ـ۷( t) v(x, t) u(x)= + 
  .  سيستم است و در آن متغير زمان وجود نداردSteady State جواب حالت u(x)به عبارتي 

,T(xبا قرار دادن مقدار  t) در معادله خواهيم داشت) ۴ـ۷( از معادله:  

  
2 2

2 2
v u 1 v u

t tx x

 ∂ ∂ ∂ ∂  + = +   α ∂ ∂ ∂ ∂ 
  

,T(xمقدار  t)دهيم ر مي را در شرايط مرزي و اوليه نيز قرا:  
  v (x , t 0) u(x) F(x)⇒ = +   )۱ـ۷(معادله =

  1v (x 0, t) u(x 0) T⇒ = + =   )۲ـ۷(معادله =
  2v (x L, t) u(x L) T⇒ = + =   )۳ـ۷(معادله =

u(x)باشد   جواب پايدار مي( )u(x) T(x, t )= →   :پس خواهيم داشت. كند ق مي و در شرايط مرزي صدPDE بنابراين بايد در معادله ∞

  )۵ـ۷(
2 2

t u
1 22 2

u 1 u u 0 u C x C
tx x

∂ ∂ ∂
= → = → = +

α ∂∂ ∂ 

u( x)بايد در شرايط مرزي نيز صدق كند :  
1u(x  )۶ـ۷( 0) T= =  
2u(x  )۷ـ۷( L) T= =  
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  :آيد صورت زير به دست مي به u(x)مقدار تابع ) ۵ـ۷(در معادله ) ۷ـ۷(و ) ۶ـ۷(با اعمال شرايط 

2  )۸ـ۷( 1
1

T T
u(x) T x

L
− = +  

 
  

uباشد   نميt تابعي ازuبا توجه به اينكه  0
t

∂ = ∂ 
  :توان نوشت  را ميزير ، معادله 

  
2

2
v 1 v

tx

∂ ∂
=

α ∂∂
  

)براي توان  شرايط مرزي و اوليه را مي )V x , tدرآوردبه صورت زير :  

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

2

u x 0 T
1

u x L T
2

v x , t 0 u x F x v x , t 0 g x

v x 0, t u x 0 T v x 0, t 0

v x L, t u x L T v x L, t 0

= =

= =

 = + = → = =

 = + = = → = =

 = + = = → = =

  

,v(xبراي يافتن  t)كافي است معادله زير را با شرايط مرزي و شرط اوليه داده شده حل كنيم :  

  ( ) ( )
( )
( )

2

2
v 1 v

tx
v x, t 0 g x
v x 0, t 0
v x L, t 0

∂ ∂
=

α ∂∂ = =
 = =
 = =

  

  :ودش  همين فصل توضيح داده شد، به صورت زير نوشته مي۱جواب اين معادله همانطور كه در مثال 

  
2
n t

n n n
n 1

nv(x, t) A sin( x).e , , n 1,2,
L

∞
−αλ

=

π
= λ λ = =∑   

  . كافي است شرط اوليه را اعمال كنيمnAبراي يافتن 
,T(xجواب كلي  t)برابر خواهد بود با :  

  T(x , t) u(x) v(x , t)= +  

  
2
n t2 1

1 n n
n 1

T T
T(x, t) T x A sin( x).e

L

∞
−αλ

=

− = + + λ 
 

∑  

، كافي است PDE (Steady State)ي مشاهده شد براي پيدا كردن جواب پايدار در يك معادله همانطور كه در مسئله بالاي: نكته مهم
t

∂
∂

 را 

  .به روش حل مثال زير توجه كنيد. مساوي صفر قرار داده و معادله حاصل را با شرايط مرزي داده شده حل كنيم

 در یک میله به صورت(transient)پایدار معادله دیفرانسیل توزیع درجه حرارت در شرایط نا  3 مثال
2

2
T T
t x

∂ ∂
= α

∂ ∂
 است درجه حرارت در دو 

,T(Lطرف میله به صورت  t) B= و T(0, t) A= بیان شده است و نیز شرط اولیه به صورت T(x , t 0) f (x)= در این صورت . باشد  می=
  )1381مهندسی مخازن هیدروکربوري ـ (کدام است؟) نهایت نزدیک شود وقتی که زمان به بی(ت تعادلی میله درجه حرار

۱ (f (x)  ۲ (A Bx+  ۳ (A BB x
L
−

+  ۴ (B AA x
L
−

+  
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  .  درست است٤گزينه  :حل
2

2
T T

tx

∂ ∂
α =

∂∂
  

T(x , t 0) f (x)= =  
T(0 , t) A=  

( )T L, t B=  

، كافي است PDEهمانطور كه گفته شد براي پيدا كردن جواب پايدار يك معادله
t

∂
∂

ا شرايط  را مساوي صفر قرار داده و معادله حاصل را ب

  :مرزي داده شده حل كنيم

  
2

1 22
T T0 0 T C x C
t x

∂ ∂
= → = → = +

∂ ∂
  

  

  

2 2 1

1 1

T(0) A 0 C A C A T C x A
B AT(L) B B C L A C

L

= → + = → = → = +
− = → = + → =  

  :پس

   st.st.
B AT A x

L
−

= +  

  )دوبعدي(ي لاپلاس براي یک صفحه   حل معادله-7-4
  .معادله دو بعدي توزیع دما را در صفحه در حالت پایدار براساس شرایط مرزي داده شده حل کنید  4 مثال

  
( )
( )
( )
( )

2 2

2 2

0

0

0

1

T T 0
x y

T x 0, y T

T x a, y T

T x, y 0 T

T x, y b T

∂ ∂
+ =

∂ ∂

 = =


= =


= =
 = =

  

براي حل معادله لاپلاس از روش جداسازي متغيرها، فقط يک شرط مرزي غيرهمگن قابل قبول است پس، پيش از حل مساله با استفاده از 
  .کنيم يک تغيير متغير، سه تا از شرايط مرزي را همگن مي

  ( ) ( ) 0x, y T x, y Tθ = −  
  :آيد شرايط مرزي به صورت زير درميبا اعمال تغيير متغير و بازنويسي مساله، معادله و 

  
2 2

2 2 0
x y

∂ θ ∂ θ
+ =

∂ ∂
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………………………………………………………………………………………………………… 

  
( )
( )
( )
( ) 1

x 0, y 0
x a, y 0
x, y 0 0
x, y b

θ = =
θ = =
θ = =
θ = = θ

  

  .توان با استفاده از روش جداسازي متغيرها حل کرد اي را مي اين معادله ديفرانسيل پاره

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2
XY XY

x, y X x .Y y 0
x y

∂ ∂
θ = → + =

∂ ∂
  

  

2 2 XY
2 2
X Y X YY X 0 0

X Yx y
′′ ′′∂ ∂

→ + = → + =
∂ ∂  

  2

2

0
X Y k
X Y


′′ ′′− = = = λ


−λ

  

  :کنيم اي، شرايط مرزي را بازنويسي مي قبل از ادامه حل معادله ديفرانسيل پاره
  ( ) ( ) ( ) ( )x 0, y 0 X x 0 .Y y 0 X x 0 0θ = = → = = → = =  

  :توان به نتايج مشابهي رسيد از ساير شرايط مرزي نيز مي

  

( )
( )
( )

( ) 1

X x 0 0

X x a 0

Y y 0 0

x, y b

 = =


= =


= =
θ = = θ

 

  .شه در راستا یا راستاهاي ناهمگن به جواب اورتوگونال برسیمکنیم که همی  را طوري انتخاب می2λ علامت  : نکته
 yطبيعي است در چنين شرايطي بايد در راستاي ( به تابع اورتوگونال برسيم xاي باشدکه در راستاي   به گونه2λدر اين مثال بايد علامت 

  . استxر اين مسئله، راستاي زيرا راستاي ناهمگن د) به تابع غير اورتوگونال برسيم
k: حالت اول 0=  

  X Y 0 X 0
X Y

′′ ′′− ′′= = → =  

  ( ) 1 2X 0 X x C x C′′ = → = +  
  :کنيم حال شرايط مرزي را اعمال مي

  ( ) ( )2 2 1X x 0 0 0 0 C C 0 X x C x= = → = + → = → =  
  ( ) ( )a 0

1 1X x a 0 C a 0 C 0 X x 0≠= = → = → = → =  
k ازاي بنابراين به   : جواب برابر خواهد بود با=0

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X x 0x , y X x Y y x , y 0=θ = ⋅ → θ =  
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2k: حالت دوم = +λ  
  : به جواب اورتوگونال برسيمxاي انتخاب شود که در راستاي   بايد به گونه2λعلامت 

  
( ) ( ) ( )

2 2 2 2X X X 0 D 0 D i
X

X x Asin x Bcos x

′′ ′′− = λ → + λ = → + λ = → = ±λ

 = λ + λ

  

  
( ) ( ) ( )

2 2 2 2Y Y Y 0 D 0 D
Y

Y y A sinh y B cosh y

′′ ′′= λ → − λ = → − λ = → = ±λ

 ′ ′= λ + λ

  

  :کنيم حال شرايط مرزي را اعمال مي

  

  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) n

X x 0 0 0 0 B B 0 X x Asin x
nX x a 0 0 Asin a sin a 0 sin n , n 1,2,3,
a

 = = → = + → = → = λ

 π

= = → = λ → λ = = π → λ = =



  

  ( ) ( ) ( )Y y 0 0 0 0 B B 0 Y y A sinh y′ ′ ′= = → = + → = → = λ  
( ) ( ) ( )x, y X x .Y yθ ) بوده و بنابراين = )x, yθتوان به صورت زير نوشت  را مي:  

  ( ) ( )n 0 n
n 1 n 1

n n n nx, y 0 C sin x sinh y T x, y T C sin x sinh y
a a a a

∞ ∞

= =

π π π π
θ = + ⋅ → = + ⋅∑ ∑  

) کافيست شرط مرزي غيرهمگن nCيافتن براي  ) 1x, y bθ = = θ اعمال کنيم) بالا( را در معادله.  

  اي  اي در سیستم استوانه ـ کاربرد روش جداسازي متغیرها براي حل معادلات دیفرانسیل پاره5ـ7
اي بررسي  اي در سيستم استوانه تغيرها را براي حل معادلات ديفرانسيل پارههائي روش جداسازي م خواهيم با حل مثال در اين قسمت مي

  . کنيم

  .اي مطابق شکل با شرایط مرزي داده شده به دست آورید معادله توزیع دما را در استوانه  5 مثال

  
( ) 0

1 T 1 Tr
r r r t
T r, t 0 T

∂ ∂ ∂  = ∂ ∂ α ∂ 
= =

  

)محدود )T r 0, t= )يا= )T r 0, t
0

r
∂ =

=
∂

  

( ) 1T r R, t T= =  
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)براي اين کار از تغيير متغير . آوريم ابتدا شرايط مرزي را به حالت همگن درمي ) ( ) 1r, t T r, t Tθ = با بازنويسي معادله، . کنيم  استفاده مي−
  :شرايط مرزي و اوليه خواهيم داشت

  )۹ـ۷(
1 1r
r r r t

∂ ∂θ ∂θ  = ∂ ∂ α ∂ 
  

( ) 0 1 0r, t 0 T Tθ = = − = θ  

)محدود )r 0, tθ = )   يا   = )r 0, t
0

r
∂θ =

=
∂

  

( )r R, t 0θ = =  













  

) R(د و مشخص خواهيم توزيع دما را به دست آوريم طول محدو  که ميrحال معادله ديفرانسيل و شرايط مرزي همگن بوده و در راستاي 
  .توان استفاده کرد پس از روش جداسازي متغيرها مي. داريم

  ( ) ( ) ( )r, t F r . tθ = τ  
  :دهيم حال در معادله اصلي قرار مي

( ) ( ) ( )
F F1 1 Fr rF

r r r t r r
 ∂ τ ∂ τ∂ τ ∂ ′ ′= → = τ 

∂ ∂ α ∂ ∂ α  
  

  :كنيم تقسيم ميFτطرفين را بر 

( ) 2

2

0
1 1rF k
Fr r


′∂ τ ′ = = = +λ

∂ α τ 
−λ

  

  .يک تابع مکاني فقط زماني برابر خواهند بود که هردو برابر مقدار ثابتي باشنديک تابع زماني با 
  : نويسيم حال شرايط مرزي را برحسب تابع مکاني مي

)محدود   )F r 0→ = )محدود= ) ( )F r 0 t→ = τ )محدود= )r 0, tθ = =  

  ( ) ( ) ( ) ( )r R, t 0 F r R . t 0 F r R 0θ = = → = τ = → = = 







  
k: حالت اول 0=  

kبه ازاي    ).تحقيق به عهده دانشجويان(باشد  جواب پايدار برابر صفر مي) ۹ـ۷(براي معادله . آيد  جواب حالت پايدار به دست مي=0
2k: حالت دوم = +λ  

اي که  فرانسيل پارهدر معادلات دي
t

∂
∂

2k وجود داشته باشد  = λباشد  غيرقابل قبول مي.  

2k: حالت سوم = −λ  

  ( )
2t2

1
1 t c e−αλ′τ

= −λ → τ =
α τ
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  ( ) ( )2 21 1rF F rF
Fr r Fr

∂ ′ ′ ′′= −λ → + = −λ
∂

  

  2 2 2 2rF F rF 0 r F rF r F 0′′ ′ ′′ ′→ + + λ = → + + λ =  
  :سل معمولي برابر است باجواب اين معادله ب

  ( ) ( ) ( )0 0F r AJ r BY r= λ + λ  
  :کنيم حال شرايط مرزي را اعمال مي

  ( ) ( )0B 0 F r AJ r→ = → = λمحدود( ) ( )0AJ 0 B→ + −∞ )محدود= )F r 0= =  
  ( ) ( ) ( )A 0

0 0F r R 0 AJ R 0 J R 0≠= = → λ = → λ =  
  . استفاده کردnλتوان براي پيدا کردن مقادير ويژه  از اين رابطه مي
)بنابراين جواب  )x, yθتوان به صورت زير نوشت  را مي:  

  ( ) ( )
2
n t

n 0 n
n 0

x, y 0 C J r e
∞

−αλ

=

θ = + λ ⋅∑  

  ( ) ( )
2
n t

1 n 0 n
n 0

T x, y T C J r e
∞

−αλ

=

= + λ ⋅∑  

) کافي است شرط اوليه nCبراي پيدا کردن  ) 0r, t 0θ = = θاعمال کنيم) ١٤٤ـ١١(ي   را در معادله.  

  اي در سیستم کروي  کاربرد روش جداسازي متغیرها براي حل معادلات دیفرانسیل پاره-7-6
  .کنيم اي در سيستم کروي بررسي مي هائي کاربرد روش جداسازي متغيرها را براي حل معادلات ديفرانسيل پاره در اين قسمت با حل مثال

 .اده شده، توزیع دما را در کره نشان شده به دست آوریدبا شرایط مرزي د  6 مثال

  

2
2
1 T 1 Tr

r r tr
∂ ∂ ∂  = ∂ ∂ α ∂ 

  

( )
( )
( )

0

1

T r, t 0 T

T r 0, t

T r R, t T

 = =
 = =
 = =

محدود

  
  

)ابتدا با تغيير متغير  ) ( ) 1r, t T r, t Tθ = با اين تغيير متغير، معادله و شرايط مرزي به . آوريم  شرايط مرزي را به صورت همگن درمي−
  :آيند يصورت زير درم

2  )۱۰ـ۷(
2
1 1r

r r tr
∂ ∂θ ∂θ  = ∂ ∂ α ∂ 

  

  

( )
( )
( )

0 1 0r, t 0 T T

r 0, t

r R, t 0

θ = = − = θ
θ = =
θ = =  
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  :توان از روش جداسازي متغيرها براي حل اين معادله استفاده کرد حال مي
  ( ) ( ) ( )r, t F r . tθ = τ  

  : خواهيم داشت) ۱۰ـ۷(اي  با جايگذاري در معادله ديفرانسيل پاره
( ) ( )2

2
F F1 1r

r r tr

 ∂ τ ∂ τ∂
= 

∂ ∂ α ∂  
  

  

( ) ( )2 2 2
2 2

2

0
F 1 1r F r F k

r rr Fr


′τ ∂ ∂ τ ′ ′ ′= τ → = = = +λ∂ α ∂ α τ 

−λ

Fτ

  
)حال شرايط مرزي را برحسب تابع مکاني  )F rنويسيم  مي:  

)محدود   )F r 0→ = )محدود= ) ( )F r 0 . t→ = τ )محدود= )r 0, tθ = =  

  ( ) ( ) ( ) ( )r R, t 0 F r R . t 0 F r R 0θ = = → = τ = → = =  





  

k: حالت اول 0=  
kبه ازاي    ).تحقيق به عهده دانشجويان(باشد  جواب پايدار صفر مي) ۱۰ـ۷(اي  براي معادله پاره. آيد  جواب پايدار مسئله به دست مي=0

  s 0θ =  
2k: حالت دوم = +λ  

طور که قبلاً هم گفته شد در مسائل ناپايدار که  همان
t

∂
∂

2k وجود دارد = +λباشد  غيرقابل قبول بوده و ثابت جدائي همواره منفي مي.  

2k: حالت سوم = −λ  

  ( )
2t21 t e−αλ′τ

= −λ → τ =
α τ

  

)  )۱۱ـ۷( )2 2 2 2 2
2

1 r F r F 2rF r F 0
rFr

∂ ′ ′′ ′= −λ → + + λ =
∂

  

)توان حل و جواب آن را برحسب توابع بسل نوشت ولي در مختصات کروي با استفاده از تغيير متغير  را مي) ۱۱ـ۷(معادله  ) ( )r
F r

r
ψ

= 

  :تر در مختصات کارتزين تبديل کرد  توان معادله را به يک معادله ساده مي

)  )۱۲ـ۷( ) ( ) ( ) 2
r rF r F r

r r

ψ ′ψ − ψ′= → =  

)  )۱۳ـ۷( )
( ) ( )2 2

4 3

r r 2r r r 2r 2F r
r r

′ ′′ ′ ′ ψ + ψ − ψ − ψ − ψ ′′ ′ψ − ψ + ψ ′′ = =  

  :سازي خواهيم داشت پس از ساده. دهيم قرار مي) ١۱ـ۷(را در معادله ) ١۳ـ۷(و ) ١۲ـ۷(حال روابط 
  ( ) ( ) ( )2 2 20 D 0 D i r Asin r Bcos r′′ψ + λ ψ = → + λ = → = ±λ → ψ = λ + λ  
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)حال اين شرايط مرزي را روي .  نوشته شده بودFشرايط مرزي قبلاً برحسب تابع مکاني  )rψکنيم  منتقل مي:  

  ( ) ( ) ( )r rF r r 0 0ψ =→ ψ = )محدود= )F r 0= =  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )r rF rF r R 0 r R RF r R r R 0ψ == = → ψ = = = → ψ = =  
  :کنيم حال معادله زير را حل مي

  

  

  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )A 0
n

r Asin r Bcos r

r 0 0 0 0 B B 0 r Asin r
nr R 0 Asin R 0 sin R 0 sin n , n 1,2,...
R

≠

ψ = λ + λ

ψ = = → = + → = → ψ = λ

 π

ψ = = → λ = → λ = = π → λ = =

  

)حال تابع مکاني  )F rتوان به دست آورد  را مي:  

  ( ) ( ) ( ) ( )r sin r
F r F r A

r r
ψ λ

= → =  
)حال  )r, tθتوان به صورت زير نوشت  را مي:  

  ( ) ( ) ( ) 2
nn t

1 n
n 1

sin r
r, t 0 T r , t T A e

r

∞
−αλ

=

λ
θ = + = + ⋅∑  

  ي لاپلاس   روش کوتاه و تستی براي حل معادله-7-7
براي حل معادله لاپلاس 

2 2

2 2
T T 0

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

آوريم، چون مسئله  الت همگن درمي ابتدا با تغيير متغير تا حد امکان شرايط مرزي را به ح

اگر پس از تغيير متغير معادله لاپلاس به صورت . باشد لاپلاس درنهايت بايک شرط مرزي غيرهمگن قابل حل مي
2 2

2 2 0
x y

∂ θ ∂ θ
+ =

∂ ∂
 نوشته 

  :شود در اين صورت پاسخ نهائي معادله لاپلاس به صورت زير خواهد بود

  ( ) ( ) ( )n n n
n 1

x, y C x y
∞

=

θ = φ λ τ λ∑  

  :دهيم براي مشخص کردن اين مقادير کارهاي زير را انجام مي.  مشخص شوند حل مسئله تمام استnλ و φ ،τچه  چنان
  . برسيم) cos يا sin(در راستاي ناهمگن بايد به تابع اورتوگونال ) ١
  . خواهد بود) cosh يا sinh(اگر در يک راستا تابع ويژه، اورتوگونال باشد در راستاي ديگر تابع ويژه، غير اورتوگونال ) ٢
xبراي تعيين نوع تابع ويژه به شرط مرزي در نقطه ) ٣ y يا =0 طه صفر شرط مرزي نوع اول باشد تابع ويژه اگر در نق. کنيم  نگاه مي=0

sin يا sinh ولي اگر در )بسته به اورتوگونال يا غير اورتوگونال بودن تابع( خواهد بود ،x y يا =0  شرط مرزي نوع دوم باشد تابع ويژه =0
cos يا coshخواهد بود  .  

) ويژه براي تعيين مقدار) ٤ )nλ سپس به شرايط مرزي در . کنيم تعيين مي) ١( ابتدا راستاي اورتوگونال را با روش گفته شده در مرحله

nاگر هر دو شرط مرزي از يک جنس باشند . کنيم اين راستا نگاه مي
n
L
π

λ ند  خواهد بود ولي اگر شرايط مرزي از يک جنس نباش=

n
2n 1

2L
+ λ = π 

 
  ).  بعد مكاني در راستاي اورتوگونالL( خواهد بود 
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 دهد؟  شده در شکل مقابل با شرایط مرزي داده شده کدام گزینه توزیع دماي پایدار را درست نشان می براي صفحه نشان داده  7 مثال

۱ (( ) 0 n
n 1

n nT x, y T A sin x .cosh y
a a

∞

=

π π   = +    
   ∑  

۲ (( ) 0 n
n 1

n nT x, y T A cos x .sinh y
a a

∞

=

π π   = +    
   ∑  

۳ (( ) 0 n
n 1

n nT x, y T A cosh x .sin y
b b

∞

=

π π   = +    
   ∑  

۴( ( ) 0 n
n 1

n nT x, y T A cosh x .sin y
a a

∞

=

π π   = +    
   ∑  

  

  .  درست است۳گزينه   : حل

  
2 2 2 2

2 2 2 2
T T 0 0

x y x y
∂ ∂ ∂ θ ∂ θ

+ = + =
∂ ∂ ∂ ∂

  

  

( )

( )
( )
( )

( )

( )
( )
( )

0T T
1 1

0

0

T x 0, y x 0, y
0 0

x x
T x a, y T x a, y

T x, y 0 T x, y 0 0

T x, y b T x, y b 0

θ= −

 ∂ = ∂θ =
= = 

∂ ∂ 
 = = θ = = θ→ 
 = = θ = = 
 = = θ = = 

  

)از شرط مرزي  ) 1x a , yθ = = = θ مشخص است راستاي y ناهمگن بوده و در راستاي yن در  بايد به تابع اورتوگونال برسيم و چوy 0= 
) تابع ويژه yشرط مرزي نوع اول است پس در راستاي  )nsin yλدر راستاي .  خواهد بودx تابع ويژه غير اورتوگونال است و چون در 

x ) برابر x شرط مرزي نوع دوم است پس تابع ويژه راستاي =0 )ncosh xλدر راستاي اورتوگونال .  خواهد بود)y ( هر دو شرط مرزي از

nيک جنس هستند پس 
n
b
π

λ   :بنابراين خواهيم داشت. باشد  مي=

  ( ) n
n 1

n nx, y A cosh x .sin y
b b

∞

=

π π   θ =    
   ∑  

  ( ) 0 n
n 1

n nT x, y T A cosh x .sin y
b b

∞

=

π π   = +    
   ∑  

  
توان از روشی که براي حل معادله لاپلاس گفته شد اسـتفاده              ي در حالت پایدار نیز می     ا  براي حل معادلات دیفرانسیل دوبعدي در سیستم استوانه        :توجه

  .کرد
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)براي استوانه توپر نشان داده شده در شکل، توزیع دماي پایدار   8 مثال )T r, zعبارت است از : 

۱ (( ) ( )1 n 0 n n
n 1

T T A J r .cos z
∞

=

= + λ λ∑  

۲ (( ) ( )1 n 0 n n
n 1

T T A J r .cosh z
∞

=

= + λ λ∑  

۳ (( ) ( )1 n n n n
n 1

T T A Y r .cos z
∞

=

= + λ λ∑  

۴ (( ) ( )1 n 0 n n
n 1

T T A J r .sinh z
∞

=

= + λ λ∑    

  . درست است۲گزينه   : حل
2 2

2 2
1 T T 1r 0 r 0
r r r r r rz z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂θ ∂ θ   + = + =   ∂ ∂ ∂ ∂   ∂ ∂
  

rباشند چون در   جواب نميK و Yگاه توابع بسل   در استوانه و کره توپر هيچ:توجه مهم   .شود ها نامعين مي  مقدار آن=0

)متغير در حالت ديگر با تغيير  ) 0r, z T Tθ = zچون در . شود  غيراورتوگونال ميr اورتوگونال و راستاي z راستاي −  شرط مرزي نوع =0
) برابر zدوم است پس تابع ويژه در راستاي  )ncos zλدر اين حالت تابع ويژه در راستاي .  خواهد بودr برابر ( )0 nI rλچون .  خواهد شد

zشرط مرزي در  z نوع دوم و در =0 L= نوع اول است پس n
2n 1

2L
+ λ = π 

 
  :در نهايت.  خواهد بود

  ( ) ( ) ( )n 0 n n
n 1

r, z A I r .cos z
∞

=

θ = λ λ∑  

  ( ) ( ) ( )0 n 0 n n
n 1

T r, z T A I r .cos z
∞

=

= + λ λ∑  

  یفرانسیل ناهمگنـ معادلات د8ـ7
خواهيم روش حل  در اين قسمت مي. اي همگن بودند جا مورد بررسي قرار گرفتند معادلات ديفرانسيل پاره معادلات ديفرانسيلي که تا اين

  .اي ناهمگن را بيان کنيم معادلات ديفرانسيل پاره
در اين حالت ناهمگني معادله . باشد تغيير متغير ميها براي حل معادلات ديفرانسيل ناهمگن استفاده از روش  ترين روش يکي از مهم

  .کنيم اي را به ناهمگني معادله ديفرانسيل معمولي منتقل مي ديفرانسيل پاره
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معادله ديفرانسيل ناهمگن 
2 2

2 2 F
x y

∂ θ ∂ θ
+ =

∂ ∂
  :گيريم  را درنظر مي

)اگر ) الف )F F x= باشد از تغيير متغير ( ) ( ) ( )x, y u x, y v xθ =   . کنيم  استفاده مي+
)اگر ) ب )F F y= باشد از تغيير متغير ( ) ( ) ( )x, y u x, y v yθ =   . کنيم  استفاده مي+
)اگر ) ج )F F x, y=باشد  باشد معادله از روش جداسازي متغيرها قابل حل نمي .  
  .توان استفاده کرد مي) ب(يا ) الف(رکدام از تغيير متغيرهاي  عدد ثابتي باشد از هFاگر ) د

 .شدة زیر را به دست آورید تغییرات دما در یک صفحه در حالت ناپایدار با شرایط مرزي و اولیه داده  9 مثال

  
2 2

2 2
T T T
t x y

 ∂ ∂ ∂
= α +  ∂ ∂ ∂ 

  

  ( )T x , y , t ? , 0 x L , 0 y H , t 0= ≤ ≤ ≤ ≤ ≥  
  ( )T 0, y , t 0=  
  ( )T L, y , t 0=  
  ( )T x ,0, t 0=  
  ( )T x ,H , t 0=  

  ( ) ( )T x , y ,0 P x , y=  
  .ضرب دو تابع در نظر گرفت توان جواب را حاصل با استفاده از روش جداسازي متغيرها مي

  ( ) ( ) ( )T x, y, t t x , y= ψ φ  
)معادله حال در  )PDEدهيم  قرار مي:  

  
2 2

2 2
d
dt x y

 ψ ∂ φ ∂ φ
φ = α ψ + ψ  ∂ ∂ 

  

) و t، معادله برحسب متغيرهاي αψφبا تقسيم دو طرف معادله به  )x , yشود  نوشته مي:  

  
2 2

2
2 2

1 d 1
dt x y

 ψ ∂ φ ∂ φ
= + = −λ  αψ φ ∂ ∂ 

  

21  )۱۴ـ۷( d
dt
ψ

= −λ
αψ

  

  )۱۵ـ۷(
2 2

2
2 2

1
x y

 ∂ φ ∂ φ
+ = −λ  φ ∂ ∂ 

  

)تابع  )xψ آيد به دست مي) ۱۴ـ۷( مستقيماً از حل معادله معمولي:  

)  )۱۶ـ۷( )
2tt ce −αλψ =  



 رياضي كاربردي

 

٥٤  

: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  :نماييم از روش جداسازي متغيرها استفاده مي) ۱۵ـ۷(اي  براي حل معادلة ديفرانسيل پاره
)  )۱۷ـ۷( ) ( ) ( )x , y f x g yφ =  

  ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
2 2

d f d gg y f x f x g y
dx dy

+ = −λ  

) با تقسيم معادله بر y و xتوابع برحسب  ) ( )f x g yشوند  جدا مي:  

  
2 2

2 2
2 2

1 d f 1 d g
f gdx dy

= −λ − = −µ  

) عدد ثابت جداسازي دو تابع µمقدار  )f x و ( )g yبنابراين با توجه به شرايط مرزي داده . شود باشد كه در مراحل بعدي محاسبه مي  مي
  :شده داريم 

  ( )
( )

2
2

2
d f f
dx
f 0 0
f l 0


= −µ




=
 =

  

  

( )
( )
( )

2
2 2

2
d g g
dy
g 0 0
g H 0


= − λ − µ




=
 =

  

  :نماييم حل مي، دو معادلة ديفرانسيل فوق را )١ـ۷(با استفاده از جدول 

  ( )n
n xf x sin

L
π

=  

  n
n , n 1 , 2 ,
L
π µ = = 

 
  

  ( )nm
m yg y sin

H
π

= 

   
2

2 2
nm n

m
H
π λ − µ =  

 
  

  
2

2 2
nm n

m
H
π λ = µ +  

 
  

  
2 2

2
nm

n 1,2,n m
m 1,2,L H

=π π   λ = +    =   




  

  :خواهيم داشت) ۱۷ـ۷(با جايگذاري در معادلة 

  ( )nm
n 1,2,n x m yx , y sin sin
m 1,2,3,L H

=π π
φ =

=
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)مقدار  )nm x , yφ را از معادلة فوق و ( )tψ در معادلة ) ۱۶ـ۷( را از معادلة( ) ( ) ( )T x , y , t t x, y= Ψ φدهيم قرار مي:  

  ( ) nmt
nm

m 1 n 1

n x m yT x , y , t A sin sin e
L H

∞ ∞
−αλ

= =

π π
= ∑∑  

  )Combination of Variables(ـ روش ترکیب متغیرها 9ـ7
انسيلي در سيستمي انجام شود كه دامنة ابعاد آن نامتناهي باشد، به دليل عدم احراز خاصيت تعامد درجهت مورد سازي ديفر چنانچه مدل

هاي ديگري نظير تبديل لاپلاس يا روش تركيب متغيرها  صورت بايد از روش در اين. توان از روش جداسازي متغيرها استفاده كرد بحث، نمي
  .استفاده شود

 . ترکیب متغیرها حل کنید ا شرایط مرزي داده شده از روش زیر را بPDEمعادلۀ   10 مثال

  
2

2
u u
t x

∂ ∂
= α

∂ ∂
  

  

  

  

( )
( )
( )

0

u x ,0 0
u 0, t u

u , t 0

 =


=
 ∞ =

  

  .، بنابراين نمي توان مسئله را از روش جداسازي متغيرها حل كرد)نهايت از صفر تا بي(نامتناهي است ) x(از آنجا كه دامنة اين مسئله 
  .شود در نظر گرفته مي) t , x(صورت يك مدل تواني از تركيب متغيرهاي مستقل مسئله  تغيرها يك متغير جديد بهدر روش تركيب م

  m nax tη =  

ابتدا 
2

2
u u,

tx
∂ ∂

∂∂
 را بر حسب 

2u u,∂ ∂
∂η ∂η

 n , m , a: اوي در دو طرف معادلهدهيم پس از و برقراري تس  نوشته و در معادله اصلي قرار مي

  :آيند دست مي صورت زير به به

  1n
2
−

=  

  :آيد صورت زير در مي با اعمال ضرايب معادله حاصل به

  2
u 1 0
u 2 a

′′
+ η =

′ α
  

)  )۱۸ـ۷( )2
2

1ln u ln A
4 a

′ + η =
α

  

  . برابر با يك شود2ηشود كه ضريب  اي انتخاب مي گونه  بهaدر اين مرحله ثابت 
  :يعني

  2
1 11 a

44 a
= → =

αα
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  :شود صورت زير مشخص مي  بهηمقدار به اين ترتيب 

  x
4 t

η =
α

  

  ):۱۸ـ۷(و اما حل معادلة 
  ( )2ln u ln A′ + η =  

  ( )2u A exp d′ = −η η  

  

)  )۱۹ـ۷( )2

0
u Aexp d B

η

= −η η +∫  

)به اين ترتيب جواب عمومي تابع )u ηهاي  ثابت) ۱۹ـ۷(در معادلة . آيد دست مي  بهA و Bآيد دست مي  باتوجه به شرايط مرزي و اوليه به .
  .شوند  است، دوباره بازنويسي ميt و xه تركيبي از كηصورت شرايط مرزي و اوليه برحسب  در اين

  ( ) 00 u 0 uη = → =  
  ( )u 0η = ∞ → ∞ =  

  :با اعمال شرايط مرزي بالا

  
( )

0

0

2

0

B u
u

A

exp d
η

=
 − =
 −η η

 ∫

  

  :بنابراين

  
( )

( )

2

0

0 2

0

exp d
u 1

u
exp d

η

∞

−η η

= −

−η η

∫
∫

  

  :كنيم و خواص آن بازنويسي مي) Error function(حال معادلة بالا را با استفاده از تعريف تابع خطا 

  ( ) ( )2

0

2erf exp d 1
∞

∞ = −η η =
π ∫  

  ( )2

0
exp d

2

∞
π

−η η =∫  

  :شود صورت زير حاصل مي  بهuبنابراين تابع 

  ( )
2

0 0

u 2 e d 1 erf
u

η
−η= η = − η

π ∫  
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  :آيد دست مي  جواب نهايي بهηبا قراردادن مقدار 

  
0

u x1 erf
u 4 t

 
= −  

α 
  

صورت   بهPDEتوان نتيجه گرفت كه چنانچه  مي: نتيجه 
2

2
u u
t x

∂ ∂
= α

∂ ∂
x به صورت η باشد، تغيير متغير 

4 t
η =

α
 PDEشود و   انجام مي

  :گردد صورت زير تبديل مي  بهODEبه يك 
   u 2 u 0′′ ′+ η =  

 حاصل ODEدر اين جدول نوع متغير جديد و تابع . دهد  نشان ميPDEبندي روش تركيب متغيرها را براي چند معادله  جمع) ٢ـ۷(جدول 
  .از اين روش ارائه شده است

  به روش تركيب متغيرهاODEهاي مختلف به  PDE تبديل 

ODE   متغير جديدη  PDE  

u 2 u 0′′ ′+ η =  x
4 t

η =
α

  
2

2
u u
t x

∂ ∂
= α

∂ ∂
  

2u 3 u 0′′ ′+ η =  3
x
9 t

η =
α

  
2

2
u ux
t x

∂ ∂
= α

∂ ∂
  

( )2

1u 2 u 0

u 2 1 u 0

 ′′ ′+ η − = η 

′′ ′η + η − =

  x
4 t

η =
α

  u ux
t x x x

∂ α ∂ ∂ =  ∂ ∂ ∂ 
  

( )2

1u 3 u 0

u 3 1 u 0

 ′′ ′+ η − = η 

′′ ′η + η − =

  3
x
9 t

η =
α

  u 1 u
t x x x

∂ ∂ ∂ = α  ∂ ∂ ∂ 
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  حل معادلات غيرخطي
]اي چون  پيش از جستجوي ريشه، بايد بازه ]a,b را پيدا كنيم که معادله در آن بازه، پيوسته باشد و تنها يک ريشه داشته باشد و پس از 

fشرط اين که معادله . پردازيم آن به جستجوي آن ريشه مي (x) ]اصله  در ف=0 ]a,bباشد  داراي تنها يک ريشه باشد به قرار زير مي:  
yتابع ) الف f (x)= در فاصله [ ]a,bپيوسته باشد  .  
f  )ب (a) f (b) 0⋅ <  
]  )ج ]x a,b , f (x) 0′∀ ∈ ≠  

  عادلات غیرخطی هاي عددي براي حل م  روش-8-1
   (Simple Fixed Point Iteration) تکرار ساده - ۱- ۸-۱

fدر اين روش براي حل معادله  (x)   : هاي متفاوتي به فرم  آن را به صورت=0
x  )۱ـ۸( g(x)=  

nسمت چپ انديس  xبه تنها . کنيم بازآرائي مي   :دهيم  مي n انديس g(x)هاي سمت راست در تابع x   و به تمام+1
n  )۲ـ۸( 1 nx g(x )+ =  

}دهيم تا يک دنباله از اعداد به صورت  قرار مي) ۲-۸(سپس اين حدس را در رابطه بازگشتي . زنيم  را مي0x ابتدا حدس اوليه }n n 0x ∞
= 

fاگر دنباله فوق همگرا شود يک ريشه . توليد شود (x)   . ايم  را يافته=0
x  در حل معادلة: ۱ مثال 2x e x 2x−= + 0xو حدس اوليه ) نقطه ثابت( به روش تكرار ساده +    كدام است؟ 1x مقدار =0

  )٨٣مهندسي مخازن هيدروكربوري آزاد ـ (  
1 (1+e 2 (1 3 (1-e 4 (-1 
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  .  درست است٤گزينه   : حل
  ( )x 2 x 2 x 2x e x 2x e x x 0 x e x− − −= + + → + + = → = − +  

  ( )nx 2
n 1 nx e x−

+ = − +  

  ( )0
0 1x 0 x e 0 1= → = − + = −  

  

xبراي حل معادلات غیرخطی به صورت  (Successive Approximation)شرط همگرائی و به کارگیري روش تقارب متوالی  2مثال (x)= φ 
 )83مهندسی مخازن هیدروکربوري ـ ( :عبارت است از

1 (( )x 0′φ <  2 (( )x 0′φ >  3 (( )x 0′φ >  4 (( )x 1′φ <  

  .  درست است٤گزينه  :حل

   (Bisection method) روش نصف کردن - ۲- ۸-۱
fکنيم بخواهيم ريشه معادله  فرض مي (x) ]ي   را در بازه=0 ]a,b به دست آوريم و تابع f   در فاصله[ ]a,bدر اين .  حداقل يک ريشه دارد

aروش ابتدا  bc
2
+

f را محاسبه کرده و = (c)گاه  کنيم؛ آن  را محاسبه ميf (c) را با f (a)اگر . کنيم  مقايسه ميf (c) با f (a)علامت   هم

fچه  م و چنانکني را عوض مي cو  aباشند، جاي  (c) و f (a)العلامه باشند، جاي  مختلفc  وb نصف کردن و . کنيم را با هم عوض مي
)دهيم که اختلاف  ها را تا زماني ادامه مي مقايسه علامت )f cريشه مطلوب . ها از تقريب مسئله کمتر شودc  است که آنf (c)   .  شود=0

  :نکات مهم در مورد روش نصف کردن
  .باشد  روش نصف کردن همواره همگرا مي-١
  . باشد  روش نصف کردن روش کندي است و همگرائي آن از مرتبه اول مي-٢
] اگر بخواهيم با استفاده از روش نصف کردن ريشه معادله را در فاصله -٣ ]a,b با حداکثر خطاي ε به دست آوريم تعداد تکرارهاي لازم   

  : عبارت خواهد بود از

  
b alog

m 1
log 2

− 
 ε = +  

  )روش مماسي(ـ روش نيوتن ـ رافسون ۳ـ۱ـ۸
  : روش نيوتن ـ رافسون به صورت زير استرابطه بازگشتي

  ( )
( )

n
n 1 n

n

f x
x x

f x+ = −
′
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2در حل معادله غیرخطی  3مثال xx e 0−−   کدام است؟  1xچه حدس اولیه صفر باشد، مقدار  چنان) نیوتن ـ رافسون( به روش نیوتن =
  )٨٢مهندسي مخازن هيدروکربوري آزاد و مهندسي نفت آزاد ـ (  

1 (1
2

  2( 3
2

  3( 1  4( 3
4

  

  .  درست است٣گزينه  :حل

  n
n 1 n

n

f (x )
x x

f (x )+ = −
′

  

  2 x xf (x) x e , f (x) 2x e− −′= − = +  

  
0

0

x2
0

1 0 x
0

x en 0 x x
2x e

−

−
−

= → = −
+

  

  1 1
0 1x 0 x 1
0 1

−
= − → =

+
  

  :نكات مهم
) براي پيدا كردن ريشه معادله ـ شرط همگرايي روش نيوتن ـ رافسون۱ )f x   : عبارت است از=0

  ( ) ( )
( ) 2

f x f x
1

f x

′′
<

′  
  

  . است٢ ريشه ساده معادله باشد، روش نيوتن ـ رافسون داراي همگرائي مرتبه α اگر -۲
هرچه مرتبه ريشه بيشتر شود، سرعت همگرائي .  است١ باشد، روش نيوتن ـ رافسون داراي همگرائي مرتبه  ريشه تکراري معادلهα اگر -۳

  .آيد پائين مي

   (False Position Method) روش نابجائي - ۴- ۸-۱
  .باشد اصلاحي براي روش نصف کردن جهت بالا بردن سرعت همگرائي است يابي نيز معروف مي اين روش که به روش ميان

  :رود كار مي  بطه زير براي روش نابجائي بهرا

  1 0 1
2 1

1 0

(x x )f (x )
x x

f (x ) f (x )
−

= −
−

  

  :نكات مهم
  . روش نابجائي همواره همگراست-۱

1 مرتبه همگرائي روش نابجائي -۲ 5 1.618
2

+
  .باشد  مي=

xمعادله  4مثال cos x= 0 در بازه,
2
π 

  
  آید کدام است؟   که از روش نابجائی به دست می1xمقدار . دارد یک ریشه 

1 (
2

π
π −

  2( 
2

π
π +

  3( 
2

π
− π

  4( 
1

π
π +
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  . درست است٢ي  گزينه :حل
  :شود اي است که محاسبه مي2x در اين مسئله اولين 1xمنظور از 

  0 1x 0 , x , f (x) x cos x
2
π

= = = −  

  0 1f (x ) 0 1 1 , f (x ) cos
2 2 2
π π π

= − = − = − =  

  1 0 1
2 1

1 0

0
(x x )f (x ) 2 2x x
f (x ) f (x ) 2 21

2

π π − − π π = − = − =
π− π + + 

 

  

  ـ روش تقاطع يا وتري۵ـ۱ـ۸
fدر حالتي که شکل تابع  (x)ا براي محاسبه  پيچيده بوده و يf (x)′ به محاسبات زيادي نياز داشته باشيم، استفاده از روش نيوتن ـ

  :باشد رابطه بازگشتي روش وتري به صورت زير مي. کنيم رافسون مناسب نبوده و از روش وتري استفاده مي

  n n 1 n
n 1 n

n n 1

(x x )f (x )
x x

f (x ) f (x )
−

+
−

−
= −

−
  

  :نکات مهم
  .باشد اره همگرا ميروش تقاطع يا وتري همو) ١

1مرتبه همگرائي اين روش ) ٢ 5 1.618
2

+
دهد اين روش از روش نيوتن ـ رافسون کندتر ولي از روش نصف کردن   است که نشان مي=

  .باشد تر مي سريع

  هاي ذکر شده  مقايسه سرعت همگرائي روش- ۶- ۸-۱
  : توان نوشت ريشه ميهاي مختلف براي رسيدن به  در مورد سرعت همگرائي روش

    سرعت همگرائي         سرعت همگرائي             سرعت همگرائي روش نابجائي          سرعت همگرائي
   روش نيوتن ـ رافسون)         سرعت همگرائي روش وتري(= روش نصف کردن       روش تکرار ساده             
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 Interpolationيابي  ميان

  مه مقد-9-1
yتابعي از يک متغير مستقل، مانند : يابي را چنين تعريف کرد توان ميان از ديدگاه رياضي، مي f (x)= داريم که مقدار تابع يعني 

n 1 0f ,..., f , f را براي بعضي از مقادير متغير x ًمثلا ،n 1 0x ,..., x , xبسته به اين . مقدار تابع در نقاط مياني را بيابيمخواهيم  دانيم و مي  مي
  :يابي وجود دارد ها چگونه باشند، دو روش براي ميان که داده

  . فاصله هستند نقاط داده شده هم: روش اول
  .فاصله نيستند نقاط داده شده هم: روش دوم

  .کنيم اي مختلف بررسي ميه يابي را با روش درا ين فصل ابتدا اختلافات محدود و سپس بحث تقريب و ميان

  )Finite Differences( اختلافات محدود 9-2
fو تابع آن يعني  xاگر جدولي از مقادير  (x)شود  در دست باشد به طور قراردادي، سه نوع علامت براي بيان اختلافات استفاده مي:  

   (Forward Differences) اختلافات پيشرو -۱- ۹-۲
  :شود شود تفاضل پيشرو با روابط زير تعريف مي  نشان داده مي∆ن روش اختلافات با در اي

  m m 1 mf f f+∆ = −  
  2

m m 1 m m 2 m 1 mf f f f 2f f+ + +∆ = ∆ − ∆ = − +  

    
  n n 1 n 1

m m 1 mf f f− −
+∆ = ∆ − ∆  
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mf∆ پيشرو مرتبه اول در نقطه  را تفاضلm ،2
mf∆ را تفاضل پيشرو مرتبه دوم در نقطه ...,mناميم  مي .  

  . هاي برابر روي خط راست با شيب منفي قرار دارند  در تفاضل پيشرو، اختلافات با زيرنويس:توجه

   (Backward Differences) اختلافات پسرو -۲- ۹-۲
  :شود شود تفاضل پسرو با روابط زير تعريف مي  نشان داده مي∇در اين روش اختلافات با 

  :که مطابق جدول داريم
  m m m 1f f f −∇ = −  

  2
m m m 1 m 2 m 1 mf f f f 2f f− − −∇ = ∇ − ∇ = − +  

    
  n n 1 n 1

m m m 1f f f− −
−∇ = ∇ − ∇  

2 و ∇mfکه 
mf∇هاي پسرو و مرتبه اول و دوم در نقطه   به ترتيب تفاضلm باشند مي.  

  .گيرند هاي برابر روي خط راستي با شيب مثبت قرار مي در تفاضل پسرو، اختلافات با زيرنويس :توجه

  Central Differences)( اختلافات مرکزي -۳- ۹-۲
  :شود تفاضل مركزي با روابط زير تعريف مي. شوند  نشان داده ميδ روش اختلافات با در اين

و زيرنويس آن ....)  و 3δ و سوم با 2δاختلافات دوم با  (δ و شماره ستون اختلافات، بالانويس δدر اين روش علامت اختلافات به صورت 
  .باشد  مي٢مجموع دو زيرنويس ستون تقسيم بر 

  1 m 1 mm
2

f f f+
+

δ = −  

  2
m 1 1 m 1 m m 1m m

2 2

f f f f 2f f+ −
+ −

δ = δ − δ = − +  

  .شوند هاي برابر همواره روي يک خط افقي ظاهر مي در اختلافات مرکزي، اختلافات با زيرنويس: توجه

  یابی  میان-9-3
  :يابي دو روش وجود دارد براي ميان

استفاده خواهيم ) بسط نيوتن ـ گريگوري(فاصله هستند که در اين صورت از روش تفاضلات پيشرو و پسرو نيوتن  نقاط داده شده هم) الف
  . کرد
  .نيمک فاصله نيستند که در اين صورت از روش لاگرانژ استفاده مي نقاط داده شده هم) ب

  .پردازيم اينک به بررسي هر دو حالت مي
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   روش تفاضلات پيشرو و پسرو-۱- ۹-۳
هاي جدول در دسترس بوده و داشته  کنيم داده فرض مي. فاصله باشند شود که نقاط داده شده هم از اين دو روش در حالتي استفاده مي

  :باشيم
  n n 1 n 1 n 2 1 0x x x x x x h− − −− = − = = − =  

if  ix  

0f  0x  

1f  1x  

    
jf  jx  

nf  nx  
j 1f +  j 1x +  

fو از ما خواسته شده باشد که مقدار تابع  (x) را در نقطه nxبه دست آوريم .  
) و xهاي  اي براي عبور از يك سري داده ، نوشتن يك چند جملهnxاي مثل  ترين روش براي يافتن مقدار تابع در نقطه ساده )f x با 

  :باشد استفاده از اختلافات محدود پيشرو بر اساس فرمول نيوتن ـ گريگوري به صورت زير مي

  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 3 n
n 0 0 0 0 0

r r 1 r r 1 r 2 r r 1 r n 1
f x P x f r f f f f

2! 3! n!
− − − − − +

≅ = + ∆ + ∆ + ∆ + + ∆


 

)با داشتن رابطه  )nP x مقدار تابع ،( )f xبه ازاي . آيد اي با جاگذاري به دست مي قطه در هر نn يك چند ) ٩-١٣( در معادله =2
  :يابي به اينترپولاسيون درجه دوم موسوم است شود، اين ميان اي درجه دوم يعني سهمي از بين سه نقطه عبور داده مي جمله

  ( ) ( ) ( ) 2
2 0 0 0

r r 1
f x P x f r f f

2!
−

≅ = + ∆ + ∆ 

  :شود  گريگوري در حالت پسرو نيز به صورت زير نوشته مييابي نيوتن ـ فرمول ميان

   ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 3 n
n 0 0 0 0 0

r r 1 r r 1 r 2 r r 1 r n 1
f x P x f r f f f f

2! 3! 3!
− − − − − +

≅ = + ∇ + ∇ + ∇ + + ∇


 

fبا توجه به مقادیر جدول زیر مطلوبست محاسبه  1مثال  :هاي نیوتن پیشرو از درجه سوم  با استفاده از روش تفاضل(0.73)
  )٨٤ـ  مهندسي شيمي (  

  

i ix f

0.4 0.423
0.6 0.684
0.8 1.030
1 1.557

  

1 (0.446  2 (0.893  3 (1.786  4 (2.679  
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  . درست است2گزینه  : حل

  

2 3
i i i i ix f f f f

0.4 0.423
0.261

0.6 0.684 0.085
0.346 0.096

0.8 1.030 0.181
0.527

1 1.557

∆ ∆ ∆

  

  ( )0x x rh 0.73 0.4 r 0.2 r 1.65= + → = + → =  

  ( ) ( ) ( ) ( )( )2 3
0 0 0 0 0

r r 1 r r 1 r 2
f x f x rh f r f f f

2! 3!
− − −

= + = + ∆ + ∆ + ∆  

  :با جايگذاري

  ( ) ( ) ( )1.65 0.65 0.351.65 0.65f 0.73 0.423 1.65 0.261 0.085 0.096
2 6

× × −× = + × + × + × 
 

  

  ( )f 0.73 0.893=  

  (Legendre Method) روش لاگرانژ -۲- ۹-۳
nهرگاه  اي   نقطه متمايز از هم مطابق جدول زير داده شده و اين نقاط هم فاصله نباشند، از روش لاگرانژ استفاده كرده و يك چندجمله+1

بع را به دست اي مقدار تا توان در هر نقطه اي مي با داشتن معادله اين چندجمله. دهيم  را از اين نقاط عبور ميnدرونياب حداكثر از درجه 
  .آورد

  ( )
0 1 2 n 1 n

0 1 2 n 1 n

x x x x x x

f x f f f f f
−

−



  

  :باشد ياب لاگرانژ به صورت زير مي اي درون هاي جدول، معادله چندجمله براي داده
  n 0 0 1 1 n nP (x) L (x)f L (x)f L (x)f= + + +  

iLکه در آن  (x)آيد  از رابطه زير به دست مي:  

  0 1 i 1 i 1 n
i

j 0 i 0 i 1 i i 1 i i 1 i n
j i

(x x )(x x )...(x x )(x x )...(x x )
L (x)

(x x )(x x )...(x x )(x x )...(x x )
− +

= − +
≠

− − − − −
=

− − − − −∏  

iکه  0,1, 2,..., n=باشد  مي.  
  :کند يعني ياب عبور مي اي لاگرانژ از کليه نقاط درون  چندجمله:نکته مهم

  n j jP (x ) f (x ) , j 0,1, 2,..., n= =  
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: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

)اگر سه نقطه  )0 0x ,f (x ) و ( )1 1x , f (x ) و ( )2 2x , f (x  ٢اي درجه  توان يک چندجمله  از رابطه لاگرانژ مي را داشته باشيم، با استفاده(
  :به شکل زير ارائه داد

  0 2 0 11 2
2 0 1 2

0 1 0 2 1 0 1 2 2 0 2 1

(x x )(x x ) (x x )(x x )(x x )(x x )
P (x) f f f

(x x )(x x ) (x x )(x x ) (x x )(x x )
− − − −− −

= + +
− − − − − −

  

 : شود یابی لاگرانژ به صورت زیر نوشته می دستور میان 2مثال

  
n j

x
k jj 1

j k

(x x )
L (x) , k 0,1,2,..., n

(x x )=
≠

−
= =

−∏
n

n k k
k 0

P (x) L (x)f (x ) ,
=

= ∑   

225ار آب را در اي مرتبه دوم لاگرانژ فشار بخ با استفاده از چندجمله F°٨٢مهندسي مخازن هيدروکربوري ـ(  .  تخمين بزنيد(  

  

( ) ( )Temp F Vapor Pressure psi

80 0.51
100 0.95
140 2.89
180 7.51
220 17.19
250 29.83



  

1 (18.48  2(18.98   3(19.30   4(19.83    

  . درست است2گزینه  : حل
225کنيم چون  ه ميکند پس از سه نقطه پاييني جدول استفاد اي درجه دوم لاگرانژ از سه نقطه عبور مي چون چندجمله F° در اين فاصله 

  :توان نوشت گيرد لذا مي قرار مي
  2 0 0 1 1 2 2P (225) L f L f L f= + +  

  0
(225 220) (225 250) 5 ( 25)L (225) 0.044
(180 220)(180 250) ( 40)( 70)

− − × −
= = = −

− − − −
  

  1
(225 180) (225 250) 45 ( 25)L (225) 0.9375
(220 180)(220 250) 40 ( 30)

− − × −
= = =

− − × −
  

  2
(225 180) (225 220) 45 5L (225) 0.1071
(250 180)(250 220) 70 30

− − ×
= = =

− − ×
  

  2 0 0 1 1 2 2P (225) L f L f L f ( 0.044 7.51) (0.9375 17.19) (0.1071 29.83)= + + = − × + × + ×  
  2P (225) 18.98=  
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: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

   برازش منحني توسط روش حداقل کردن مجموع مربعات خطا-۹-۴
2y با معادله ٢اي درجه  اگر يک چندجمله ax bx c= +   : توان نوشت هاي منحني به کار رود، مي  براي برازش داده+

  ( )
n 22

i i i
i 1

S ax bx c y
=

= + + −∑  

  : ه باشيمبراي اين که مجموع مربعات خطا حداقل شود لازم است داشت

  ( )
n

2 2
i i i i

i 1

S 0 2 x ax bx c y 0
a

=

∂
= → + + − =

∂ ∑  

  )۱ـ۹(
n n n n

4 3 2 2
i i i i i

i 1 i 1 i 1 i 1
a x b x c x x y

= = = =

+ + =∑ ∑ ∑ ∑ 

  ( )
n

2
i i i i

i 1

S 0 2 x ax bx c y 0
b

=

∂
= → + + − =

∂ ∑  

  )۲ـ۹(
n n n n

3 2
i i i i i

i 1 i 1 i 1 i 1
a x b x c x x y

= = = =

+ + =∑ ∑ ∑ ∑  

  ( )
n

2
i i i

i 1

S 0 2 ax bx c y 0
c

=

∂
= → + + − =

∂ ∑  

  )۳ـ۹(
n n n

2
i i i

i 1 i 1 i 1
a x b x nc y

= = =

+ + =∑ ∑ ∑  

n  از حل سه معادله و سه مجهول بالا مقادير . باشد رازش مينشان دهنده تعداد نقاط به کار رفته براي ب) ۳-۹(در رابطهa ،b  وc  به دست
  .آيد مي

yدر صورتي که بخواهيم نقاط داده شده را به خط  ax b=   :  برازش کنيم، بايد عبارت زير مينيمم شود+

  ( )
n

2
i i

i 1
S ax b y

=

= + −∑  

  bو  aتوان  آيد که از حل آن مي ر قرار دهيم، دستگاه دو معادله دو مجهولي زير به دست ميمشتق گرفته و مساوي صف bو  aاگر نسبت به 
  :را به دست آورد

  

n n

i i
i 1 i 1
n n n

2
i i i i

i 1 i 1 i 1

a x nb y

a x b x x y

= =

= = =


 + =




+ =


∑ ∑

∑ ∑ ∑
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: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  :در یک آزمایش نتایج زیر حاصل شده است 3مثال
5 4  3  2  1  X 

6.8  5.2  2.8  1.2  -0.9  Y 

yترين خط مستقيم  مناسب ax b=   شود کدام است؟ ه با استفاده از روش حداقل مربعات، به اين مقادير نظير مي، ک+
  )٨٤مهندسي نفت ـ (  

1 (a 1.6
b 2

=
 = −

  2( a 1.8
b 2.5

=
 = −

  3( a 2.4
b 4.4

=
 = −

  4( a 1.94
b 2.80

=
 = −

  

  . درست است4گزینه  : حل

  

5 5

i i
i 1 i 1
5 5 5

2
i i i i

i 1 i 1 i 1

a x nb y

y ax b

a x b x x y

= =

= = =


 + =
= + → 


+ =


∑ ∑

∑ ∑ ∑
  

  :دهيم بنابراين جدول زير را تشکيل مي

  

2
i i i iix y x x y

1 0.9 1 0.9
2 1.2 4 2.4
3 2.8 9 8.4
4 5.2 16 20.8
5 6.8 25 34

: 15 15.1 55 64.7

− −

∑

  

  :با جايگزيني در روابط خواهيم داشت

  15a 5b 15.1
a 1.94 , b 2.8

55a 15b 64.7
+ =

→ = = − + =
   

  :نکته مهم
جموع باشد با بازنويسي خطي کرده و با استفاده از روش حداقل کردن م که خطي نمي توان يک تابع را با وجود آن در بعضي حالات مي

  : شود براي مثال چند حالت در زير آورده مي. مربعات خطا، معادله آن را به دست آورد

1y) الف
Ax B

=
+

  

  : کنيم ابتدا طرفين را عکس مي

  1 Ax B
y

= +  

  1: Y , X x Y AX B
y

= = → =    فرض+
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: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

By) ب Ax=  
  :ريتم بگيريماگر از طرفين لگا

  log y log A Blog x= +  
  log y Y , log x X , log A a Y a BX= = = → = +  

Dy) ج
x C

=
+

  

  D 1 Dy xy Cy D y xy
x C C C

= → + = → = − +
+

  

  :با فرض

  1 DY y , X xy , A , B Y AX B
C C

= = = − = → = +  

  :روش دوم اين است كه به شكل زير تغييرات را اعمال كنيم

  D 1 1 Cy x
x C y D D

= → = +
+

  

  1 1 CY , X x Y X Y AX B
y D D

= = → = + → = +  

yاگر خط : نكته mx= را به يک سري داده برازش کنيم m آيد از رابطه زير به دست مي:  

  )۴ـ۹(

N

i i
i 1

N
2
i

i 1

x y

m

x

=

=

=
∑

∑
  

y خط 4مثال mx=  84مهندسی مخازن هیدروکربوري ـ ( . را به اطلاعات زیر برازش کنید(  
(1, 2) , (2,3.5) , ( 1, 1)− −  

1 (m 0.5=  2( m 0.917=  3( m 1.5=  4( m 1.667=  

  . درست است4گزینه  : حل
  :داريم) ۴-۹(با استفاده از رابطه 

  ( )
( )2 2 2

(1 2) (2 3.5) 1 1 2 7 1 10m 1.667
1 4 1 61 2 ( 1)

× + × + − × − + +
= = = =

+ ++ + −
  

  



 

: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

  گيري عددي انتگرال

 (Trapezoidal Rule)اي   روش ذوزنقه-10-1

) را فقط يك فاصله در نظر بگيريم b تا aاي اگر محدوده انتگرال  در روش ذوزنقه )1 0x , xاي درجه اول  چندجمله(ها يك خط   و از آن
n   :گيري از آن نتيجه خواهد داد عبور دهيم، انتگرال) =1

  
1

0

b x

0 1
a x

hf (x)dx f (x)dx (f f )
2

= = +∫ ∫  

  : قسمت مساوي تقسيم نموده و در هر قسمت روش ذوزنقه را به كار ببريم خواهيم داشت nرا به  bتا  aي انتگرال  در صورتي كه محدوده

  
n 1 2 n

0 0 1 n 1

b x x x x

a x x x x
f (x)dx f (x)dx f (x)dx f (x)dx f (x)dx

−

= = + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

  ( ) ( ) ( )
n

0

x

0 1 1 2 n 1 n
x

h h hf (x)dx f f f f f f
2 2 2 −= + + + + + +∫   

  :سازي خواهيم داشت و در نهايت با ساده

  )۱ـ۱۰(
n

0

x

0 1 2 n 1 n
x

hf (x)dx f 2(f f f ) f
2 −= + + + + +  ∫  
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: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  :نكات مهم

در محاسبه انتگرال ) ١
b

a
f (x)dx∫ خطاي جامع يا خطاي كلي(Global Error) برابر است با:  

  [ ]2 2(b a) h f (c) O(h ) , c a, b
12
− ′′= − =   خطاي كلي∋

ولي از يك مرحله به بعد در اثر خطاي گرد . يابد باشد دقت محاسبات افزايش و خطا كاهش ميتر  كوچك hدر روش ذوزنقه، هرچقدر ) ٢
  .كند كردن دقت محاسبات كاهش پيدا مي

ند به نصف كاهش پيدا ك hمثلاً اگر طول گام . باشد  مي2h مشخص است، در روش ذوزنقه خطا متناسب با ١طور كه از نكته  همان) ٣

1خطا ) تعداد تقسيمات بازه را دو برابر كنيم(
4

  .شود  برابر مي

  . بدون خطا است1هاي درجه  اي ، مشخص است كه روش ذوزنقه براي چندجمله)۱-۱۰(با توجه به فرمول ) ٤
  : كنيم  باشد از رابطه زير استفاده ميεتر از  در محاسبه انتگرال به روش ذوزنقه به طوري كه خطا كوچك hبراي تعيين ) ٥

12h  )۲ـ۱۰(
(b a)M

ε
=

−
  

fيك كران بالا براي  Mكه  (x)′′ در بازه [ ]a,bباشد يعني  مي :  
  [ ]M max f (x) , x a,b′′= ∈  

ي مقدار تقریبی  براي محاسبه 1مثال
2

2

0
x dx∫41که   با روش ذوزنقه مرکب، تعداد تقسیمات لازم براي آن| 10

3
−≤    گردد، کدام است؟ |خطا×

1 (100  2(160   3(200   4(260    

  . درست است٣  گزينه :حل
  :داريم) ۲-۱۰(با توجه به رابطه 

  
4112 10

3h
(2 0)M

−× ×
=

−
  

  : نويسيم چنين مي Mبراي محاسبه 
  2f (x) x f (x) 2x f (x) 2 M 2′ ′′= → = → = → =  

  :با جايگذاري خواهيم داشت

  
4112 10

3h h 0.01
(2 0) 2

−× ×
= → =

− ×
  

  b a 2 0n 200
h 0.01
− −

= = =  
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: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

1 روش سیمپسون -10-2
3

 (Simpson’s 1/3 Rule) 

aي انتگرال  اگر محدوده x b≤ 2 را به دو فاصله مساوي تقسيم كنيم ≥ 0(x b , x a)= n)اي درجه دوم  ، با عبور يك چندجمله= 2)= 
  گيري نمود توان از آن انتگرال از سه نقطه حاصل مي

1گيري با روش سيمپسون  حاصل انتگرال
3

  : د به صورت زير خواهد بو

  )۳ـ۱۰(
2

0

b x

0 1 2
a x

hf (x)dx f (x)dx (f 4f f )
3

= = + +∫ ∫  

1ي مربوط به روش سيمپسون  تري تقسيم كرده و در هر قسمت رابطه ي انتگرال را به اجزاء كوچك اگر محدوده
3

 را به كار ببريم، خواهيم 

  :داشت

  
n 2 4 n

0 0 2 n 2

b x x x x

a x x x x
f (x)dx f (x)dx f (x)dx f (x)dx f (x)dx

−

= = + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫   

  
b

0 1 2 2 3 4 n 2 n 1 n
a

h h hf (x)dx (f 4f f ) (f 4f f ) (f 4f f )
3 3 3 − −= + + + + + + + + +∫   

  :زنويسي رابطه فوق خواهيم داشتبا با

  ( )
b

0 1 2 3 4 n
a

hf (x)dx f 4f 2f 4f 2f f
3

= + + + + + +∫   

  :تر به عبارت ساده

  )۴ـ۱۰(
n 1 n 2

0 i i n
i 1 i 2
i i

f 4 f 2 f f
− −

= =
= =

 
 
 + + +
 
  

∑ ∑
b

a

hf (x)dx
3

=∫  

1فرمول سیمپسون 2مثال 1(Simpson 's Rule)
3 3

h با طول گام  براي محاسبه مقدار تقریبی=0.5
2

0

dxI
1 x

=
 استفاده شده، مقدار به دست ∫+

  )85مهندسی فراوري و انتقال گاز ـ : (آمده عبارت است از
1 (I 1.1=  2( I 0.65=  3( I   کدام  هیچ)4  =1.35

  . درست است١  گزينه :حل
2  1.5  1  0.5  0  x  1f (x)

1 x
=

+
 و

0.333  0.4  0.5  0.667  1  ( )f x  

  [ ]
2

0

dx 0.5I 1 4(0.667 0.4) 2(0.5) 0.333 I 1.1
1 x 3

= = + + + + → =
+∫ 

 زوج فرد
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: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  :نكات مهم

در محاسبه انتگرال ) ١
b

a
f (x)dx∫ 1 با روش سيمپسون

3
  : ، ميزان خطاي كلي برابر است با

]  )۵ـ۱۰( ]4 4(b a) h f (c) , c a, b
180

−
= ε = −   خطاي كلي∋

1در روش سيمپسون ) ٢
3

4O(hميزان خطاي كلي از مرتبه ) يا سيمپسون معمولي (   . باشد  مي(

3 روش سیمپسون -10-3
8

 (Simpson’s 3/8 Rule)   

در محاسبة انتگرال 
b

a
f (x)dx∫ي انتگرال  ، در صورتي كه محدوده)a  تاb ( را به سه قسمت مساوي تقسيم كرده و از چهار نقطه حاصل

n) اي درجه سوم  يك چندجمله 3اي محاسبه كنيم، رابطه سيمپسون   عبور داده و حاصل انتگرال را از روي اين چندجمله=(3
8

 به دست 

  :آيد مي

  
3

0

b x

a x
I f (x)dx f (x)dx= =∫ ∫  

  ( )0 1 2 3
3I h f 3f 3f f
8

= + + +  

3ي انتگرال را به فواصل كوچك تقسيم كرده و در هر قسمت رابطه مربوط به سيمپسون  اگر محدوده
8

 را به كار ببريم، در اين صورت 

  ):باشد 3 فواصل، بايد مضرب دقت كنيد تعداد(خواهيم داشت 

)  )۶ـ۱۰( )
n

0

b x

0 1 2 3 4 5 n 3 n 2 n 1 n
a x

3f (x)dx f (x)dx h f 3f 3f 2f 3f 3f 2f 3f 3f f
8 − − −= = + + + + + + + + + +∫ ∫   

  :نكات مهم

مقدار خطاي كلي براي محاسبه انتگرال ) ١
b

a
f (x)dx∫ 3 در روش سيمپسون

8
  :  برابر است با

]  )۷ـ۱۰( ]4 4(b a) h f (c) , c a, b
80
−

= ε = −    خطاي كلي∋

3وش سيمپسون خطاي كلي در ر) ٢
8

4O(h از مرتبه    .باشد  مي(
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: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

1مشخص است كه روش سيمپسون ) ۷-۱۰(و ) ۵-۱۰(با توجه به روابط ) ۳
3

3 و سيمپسون 
8

هائي كه تابع تحت   براي محاسبه انتگرال

n عدد طبيعي و n) nاي درجه  ، چندجملهانتگرال   :باشد باشد، بدون خطا مي) ≥3

عدد صحيح مثبت  
b

n n 1
n n 1 0

a
I (a x a x a )dx , n−

−= + + + =∫    

  If n 3 Error 0≤ → =  

1در روش سيمپسون ) ۴
3

3 و سيمپسون 
8

  .باشد  مي4h، خطا متناسب با )۷-۱۰(و ) ۵-۱۰(ط  بر اساس رواب

3در روش سيمپسون  hبراي تعيين ) ۵
8

  : كنيم  باشد از رابطه زير استفاده ميεتر از   به طوري كه خطا كوچك

4  )۸ـ۱۰(
80h

(b a)M
ε

=
−

  

f(4)يك كران بالا براي  M در اين رابطه كه (x)در بازه   [ ]a,bباشد  مي :  

  ( ) ( ) [ ]4M max f x , x a,b= ∈  

  هاي چندگانه  انتگرال-10-4
  : دوگانه زير را به روش عددي محاسبه كنيم كنيم بخواهيم انتگرال فرض مي

  
b d

a c
I f (x, y)dydx= ∫ ∫  

گيري را انجام  هاي موجود انتگرالyكنيم يعني به ازاي تعداد  گيري مي انتگرال xرا ثابت نگه داشته و نسبت به  yبراي محاسبه ابتدا 
  :آوريم دهيم و سپس با استفاده از مقادير به دست آمده، مقدار نهايي انتگرال دوگانه را به دست مي مي

گيري نمود و سپس جواب  انتگرال yها را ثابت نگه داشت و نسبت به  xان انجام داد يعني در ابتدا تو البته برعكس همين كار را نيز مي
  .نهايي را به دست آورد

حاصل انتگرال  3مثال
7 14

4 8
f (x, y)dydx∫  )در هر دو راستا از روش ذوزنقه استفاده کنید: ( بر اساس اطلاعات جدول زیر برابر است با∫

7  6  5  4  
x  

y  

4  3  2  1  8  
8  7  6  5  10  

12  11  10  9  12  
16  15  14  13  14  

1 (133   2(147   3(153   4(168   
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: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  . درست است٣  گزينه :حل
  :كنيم ها را ثابت فرض ميyابتدا 

  y 8=  

  [ ]
7

1
4

x 1 15I f (x, y 8)dx 1 2(2 3) 4 (1 10 4)
2 2 2

∆
= = = + + + = + + =∫  

  y 10=  

  [ ]
7

2
4

x 1 39I f (x, y 10)dx 5 2(6 7) 8 (5 26 8)
2 2 2

∆
= = = + + + = + + =∫  

  y 12=  

  [ ]
7

3
4

x 1 63I f (x, y 12)dx 9 2(10 11) 12 (9 42 12)
2 2 2

∆
= = = + + + = + + =∫  

  y 14=  

  [ ]
7

4
4

x 1 87I f (x, y 14)dx 13 2(14 15) 16 (13 58 16)
2 2 2

∆
= = = + + + = + + =∫  

  :باشد پس مي 2 برابر ∆yمقدار  yاما در راستاي 

I  y  
15
2

  8   

39
2

  10  

63
2

  12  

87
2

  14  

  : برابر خواهد بود با در نتيجه جواب نهايي انتگرال

  y 15 39 63 87 2 15 87I 2 102 I 153
2 2 2 2 2 2 2 2

 ∆    = + + + = + + → =        
  



 

: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

  گيري عددي مشتق

   مقدمه -11-1
هاي مشتقات  هاي مؤثر در محاسبه فرمول يکي از روش. شود گيري عددي ارائه مي هاي مشتق در اين فصل توضيح مختصري در مورد فرمول
  . باشد توابع به روش عددي استفاده از بسط تيلور مي

)اگر تابع  )f x را در نقطه ix با همسايگي hبسط دهيم، خواهيم داشت  :  

)   )۱ـ۱۱( ) ( )2 3 4 4
i 1 i 1 i i i i i

h h hf x f f hf f f f
2! 3! 4!+ + ′ ′′ ′′′= = + + + + +  

)  )۲ـ۱۱( ) ( )2 3 4 4
i 1 i 1 i i i i i

h h hf x f f hf f f f
2! 3! 4!− − ′ ′′ ′′′= = − + − + +  

iدر روابط فوق  1 ix x h+ = i و + 1 ix x h− =   . باشد  مي−
  :  بنويسيم±2hاگر بسط تيلور را به همسايگي 

)  )۳ـ۱۱( )42 3 4
i 2 i i i i i

4 2f f 2hf 2h f h f h f
3 3+ ′ ′′ ′′′= + + + + +  

)  )۴ـ۱۱( )42 3 4
i 2 i i i i i

4 2f f 2hf 2h f h f h f
3 3− ′ ′′ ′′′= − + − + +  
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: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  هاي مختلف   محاسبه مشتق اول با روش-11-2

از جملات ) ١-۱۱(اگر در رابطه 
2

i
h f
2!

  :نظر کنيم خواهيم داشت  و به بعد صرف′′

i       )۵ـ۱۱( 1 i i
i 1 i i i

f f f
f f hf f

h h
+

+
− ∆′ ′= + → = =  

در به دست آوردن اين رابطه از جملات 
2

i
h f
2!

 ٢برابر ) Local Error(نظر کرديم لذا مرتبه خطاي محلي يا موضعي   به بعد صرف و′′

  : توان به شکل ديگري به دست آورد را مي) ٥-۱۱(البته رابطه . باشد مي
2 3

i i 1 i i i
h hhf f f f f
2! 3!+′ ′′ ′′′= − − − −  

 
2i 1 i

i i i
f f h hf f f

h 2! 3!
+ −

′ ′′ ′′′= − − − 

iحال اگر از جملات 
h f
2!

  : ر کنيم، خواهيم داشتنظ  و به بعد صرف′′

i 1 i i
i

f f f
f

h h
+ − ∆′ = =  

iچون پس از انجام محاسبات از جملات 
h f
2!

  . باشد  مي1برابر ) Global Error(نظر کرديم مرتبه خطاي کلي يا جامع   و به بعد صرف′′

  . باشد  مي1 مرتبه خطاي کلي برابر  و2  در محاسبه مشتق اول با روش تفاضل پيشرو، مرتبه خطاي محلي ١توجه 
  : توان تعريف مشتق اول را با تفاضل پسرو به شکل زير نوشت مي) ٢-۱۱(با روشي مشابه و با استفاده از رابطه 

  i i 1 i
i

f f f
f

h h
−− ∇′ = =  

  . باشد  مي1 و مرتبه خطاي کلي برابر 2  در محاسبه مشتق اول با روش تفاضل پسرو، مرتبه خطاي محلي ٢توجه 
را از هم کم ) ٢-۱۱(و ) ١-۱۱(خواهيم تعريف مشتق اول را با استفاده از تفاضل مرکزي به دست آوريم، براي اين کار روابط  حال مي

  : کنيم مي
3

i 1 i 1 i i
2hf f 2hf f
3!+ − ′ ′′′− = + +  

اگر از جملات 
3

i
2h f
3!

  :نظر کنيم خواهيم داشت  و به بعد صرف′′′

i  )۶ـ۱۱( 1 i 1
i

f f
f

2h
+ −−′ =  

چون از جملات 
3

i
2h f
3!

با روشي مشابه با تفاضل . باشد  مي٣نظر کرديم مرتبه خطاي محلي در محاسبه مشتق اول برابر   و به بعد صرف′′′

  . باشد ي م2توان اثبات کرد، مرتبه خطاي کلي يا جامع در محاسبه مشتق اول با تفاضل مرکزي برابر  پيشرو و پسرو مي
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…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  : توان نوشت  در محاسبه مشتق اول تابع با استفاده از تفاضل پيشرو، پسرو و مرکزي مي:خلاصه
( ):O hخطاي كلي   

( )2:O hخطاي محلي  
i 1 i i

i
f f f

f ,
h h

+
− ∆ ′ = = 



  تفاضل پيشرو: 

  

( ):O hخطاي كلي  

( )2:O hخطاي محلي   
i i 1 i

i
f f f

:f ,
h h

−
− ∇ ′ = = 



   تفاضل پسرو

  

( )2: O hخطاي كلي   

( )3: O hخطاي محلي   
i 1 i 1

i
f f

: f ,
2h

+ −
− ′ = 



   تفاضل مركزي

  .  از مرتبه خطاي کلي بيشتر استدر محاسبه مشتق اول همواره مرتبه خطاي محلي يک واحدشود  نتيجه مي
  :  در محاسبه مشتق دوم براساس اختلافات پيشرو، پسرو و مرکزي خواهيم داشت:خلاصه

  هاي مختلف محاسبه مشتق دوم با روشـ ۳ـ۱۱
  )۷ـ۱۱(

( ):O hخطاي كلي   

( )3: O hخطاي محلي   

2
i 2 i 1 i i

i 2 2
f 2f f f

:f
h h

+ + − + ∆ ′′= = 


   تفاضل پيشرو

  )۸ـ۱۱(
( ): O hخطاي كلي  

( )3: O hخطاي محلي   

2
i i 1 i 2 i

i 2 2

f 2f f f
:f ,

h h
− −

− + ∇ ′′ = = 



   تفاضل پسرو 

  )۹ـ۱۱(

( )2: O hخطاي كلي   

( )4:O hمحلي خطاي   

2
i 1 i i 1 i

i 2 2

f 2f f f
:f ,

h h
+ −

− + δ ′′ = = 



   تفاضل مركزي

  . تر است در محاسبه مشتق دوم، مرتبه خطاي محلي از مرتبه خطاي کلي دو واحد بيشطور که از روابط بالا مشخص است  همان
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: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

xبا استفاده از جدول زیر، مقدار مشتق تابع در  1مثال   ) 84- مهندسی نفت ( با استفاده از روش تفاضل مرکزي چقدر است؟=1
y x  
0 0  

0.2 0.5 
1.1 1 
0.8 1.5 
0.5 2 

1 (-0.6  2 (-1.8  3 (0.6  4(1.8  



 

: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

  حل عددي معادلات ديفرانسيل معمولي
  : هاي زير را بررسي خواهيم کرد براي حل اين معادلات روش. پردازيم  ميIVPدر اين فصل به حل معادلات ديفرانسيل معمولي نوع 

  روش تيلور ) ١
  روش اولر ) ٢
  ) هيون(ش اولر اصلاح شده رو) ٣
   کاتا  روش رانگ) ٤

  ) Taylor Method( روش تیلور -12-1
  : کنيم بخواهيم معادله ديفرانسيل زير را حل کنيم فرض مي

( ) ( )0 0y f x, y , y x y′ = =  
  : نويسيم در روش تيلور، بسط سري تيلور را به صورت زير مي

)  )۱ـ۱۲( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 n

n
i 1 i i i i

h hy x y x hy x y x y x
2! n!+ ′ ′′= + + + +  

)ا که در معادله ديفرانسيل فقط مشتق اول به صورت ج از آن )y f x, y′ i داده شده است براي تعيين جواب در نقطه = 1x  لازم است +

( )iy x′′،( )iy x′′′ ،  .... و( ) ( )n
iy xضمناً در روش تيلور خطاي محاسبات از مرتبه . را محاسبه کنيم ( )nO hباشد  مي.  

)اگر براي تابع  1مثال )y x داشته باشیم ( )y 0.5 ) و =0.2 ) 2 2dy f x, y x y
dx

= = ) و براي محاسبه + )y ر استفاده  از سه جمله اول بسط تیلو1

)شود،  )y   ) 84-مهندسی شیمی ( کدام است؟ 1
۱ (0.4845  ۲ (0.492  ۳(0.345  ۴ (0.47  
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: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  .  درست است1گزینه  :حل
2

i 1 i i i
hy y hy y
2+ ′ ′′= + +  

( )2 2
0y x y y 2x 2yy , y x 0.5 0.2′ ′′ ′= + → = + = =  

( ) ( )
2

2 2 2 2
i 1 i i i i i i i

hy y h x y 2x 2y x y
2+

 = + + + + +  
  

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2
1

0.5y y x 1 0.2 0.5 0.5 0.2 2 0.5 2 0.2 0.5 0.2
2

 = = = + + + × + × +  

( ) ( ) ( )0.25y x 1 0.2 0.5 0.25 0.04 1 0.4 0.25 0.04
2

 = = + + + + +   

( )y x 1 0.4845= =  

  ) Euler Method( روش اولر -12-2
لذا رابطه بازگشتي . گيريم را درنظر مي) يعني فقط تا مشتق اول(ترين حالت  باشد ولي ساده در روش اولر، اساس کار بسط سري تيلور مي

  : باشد اولر به صورت زير مي
i  )۲ـ۱۲( 1 i iy y hy+ ′= +  

)اي برشي در روش اولر از مرتبه خط )2O hباشد  مي .  

hبا استفاده از روش اویلر و  2مثال 0.1= ،( )y   ) 84-  يدروکربوری مخازن هیمهندس. ( را محاسبه کنید0.1
( ) ( )y y x 0 , y 0 1 , y 0 2′′ ′− + = = =  

۱ (-0.91  ۲ (1.05  ۳ (1.1  ۴ (1.2  

  .  درست است4گزینه  :حل
i 1 i i 0 0y y hy , y 1 , y 2+ ′ ′= + = =  

( )1 0 0y y 0.1 y hy′= = +  
( ) ( )y 0.1 1 0.1 2 1.2= + × =  

  ) Modified Euler Method or Heun Method( روش اولر اصلاح شده یا روش هیون -12-3
  : گيريم مشتق دوم درنظر ميباشد با اين تفاوت كه بسط سري تيلور را تا  اساس اين روش نيز بسط سري تيلور مي

  
2

i 1 i i i
hy y hy y
2!+ ′ ′′= + +  

2
i 1 i

i 1 i i
y ' yhy y hy

2 h
+

+
′− ′= + +  
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: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

)    )۳ـ۱۲( )i 1 i i i 1
hy y y y
2+ +′ ′= + +  

)خطاي برشي روش اولر اصلاح شده . باشد مي) ۳-۱۲(در روش اولر اصلاح شده، رابطه بازگشتي مطابق رابطه  )3O hباشد  مي .  

  ) Runge- Kutta Method( روش رانگ کاتا -12-4
  : نويسيم ترين فرم رابطه بازگشتي را مي  کلي4k و 1k ،2k ،3kدر اين روش با استفاده از مقادير کمکي 

  i 1 i 1 2 3 4y y ak bk ck dk+ = + + + +  
aبه طوري که همواره  b c d 1+ + +   : داشته باشيم) ٥-١٦(اگر در رابطه . باشند  مثبت ميd و c و a ،b و مقادير =

c,dاگر ) الف 1             رانگ کاتا مرتبه دوم=0 0 1 2y y ak bk= + + →  
dاگر ) ب 1               رانگ کاتا مرتبه سوم  =0 0 1 2 3y y ak bk ck= + + + →  
,aاگر ) ج b,c,d 1        رانگ کاتا مرتبه چهارم≠0 0 1 2 3 4y y ak bk ck dk= + + + + →  

  . پردازيم هاي فوق مي حال به بررسي هرکدام از روش

  ) Runge-Kutta Order 2 (2 کاتاي مرتبه – روش رانگ -12-4-1

1aر اين روش اغلب د b
2

=   : باشد  بوده و رابطه بازگشتي به صورت زير مي=

)  )۴ـ۱۲( )1 0 1 2
1y y k k
2

= + +  

  : آيند  از روابط زير به دست مي2k و 1kکه مقادير 
  ( )1 0 0k hf x , y=  

  ( )2 0 0 1k hf x h , y k= + +  

)مرتبه خطاي برشی در روش رانگ ـ کاتاي مرتبه دوم برابر   )3O hذکر گردید که مرتبه خطاي برشی براي روش اولـر اصـلاح   ) 3-12(در بخش . باشد  می

)شده نیز برابر     )3O h هائی کـه   آیند با جواب ر اصلاح شده براي یک معادله دیفرانسیل معمولی به دست می      هائی که از روش اول      بنابراین جواب . باشد   می
  . آیند، برابر خواهند بود از روش رانگ ـ کاتاي مرتبه دوم به دست می

ز روش اولر توان ا  کاتاي مرتبه دوم خواسته شود مي–اي در کنکور با استفاده از روش رانگ  با توجه به نکته فوق، اگر جواب معادله :توجه
  . اصلاح شده نيز براي محاسبه جواب استفاده کرد

  ) Runge- Kutta Order 3 (۳ کاتاي مرتبه – رو ش رانگ - ۱۲-۴-۲
  : ي ديفرانسيل براي حل معادله

( ) ( )0 0y f x, y , y x y′ = =  
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: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

1باشد  رابطه بازگشتي به صورت زير مي 4a c , b
6 6

 = = = 
 

 :  

)           )۵ـ۱۲( )1 0 1 2 3
1y y k 4k k
6

= + + +  

  ( )1 0 0k hf x , y=  

   1
2 0 0

khk hf x , y
2 2

 = + + 
 

  

  ( )3 0 0 2 1k hf x h , y 2k k= + + −  

  ) Runge- Kutta Order 4 (۴ کاتاي مرتبه – روش رانگ - ۱۲-۴-۳
)ي ديفرانسيل  در اين روش براي حل معادله )0 0y x y= و ( )y f x, y′ نويسيم   رابطه بازگشتي را به صورت زير مي=

1 2a d , b c
6 6

 = = = = 
 

:  

)    )۶ـ۱۲( )1 0 1 2 3 4
1y y k 2k 2k k
6

= + + + +  

   ( )1 0 0k hf x , y=  

  1
2 0 0

khk hf x , y
2 2

 = + + 
 

  

  2
3 0 0

khk hf x , y
2 2

 = + + 
 

  

  ( )4 0 0 3k hf x h , y k= + +  
  ) 82-مهندسی نفت ( کدام است؟  0.1ي گام  مرتبه دوم براي اندازهخطاي موضعی روش رانگ کاتا  3مثال

۱ (0.0001±  ۲( 0.001±  ۳ (0.01±  ۴ (0.1±   

  .  درست است2گزینه  :حل
)خطاي موضعي روش رانگ ـ کاتاي مرتبه دوم  )3O hباشد  مي.  



 

: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

  حل عددي معادلات ديفرانسيل معمولي

   مقدمه -13-1
  : شود  معادلاتي هستند که مقدار جواب تابع در ابتدا و انتهاي بازه داده شده و از ما جواب تابع در ساير نقاط خواسته ميBVPمعادلات 

( )y f x, y, y′′ ′=  
( ) ( )a by a y , y b y= =  

مورد بحث و بررسي قرار ) Finite Difference(و تفاضل محدود ) Shooting Method(براي حل اين معادلات دو روش تيراندازي يا پرتابي 
  . گيرد مي

  ) Shooting Method( روش تیراندازي یا پرتابی -13-2
  : کنيم بخواهيم معادله مرتبه دوم فرض مي

  )۱ـ۱۳(
( )

( )
( )

a

b

y f x, y, y

y x a y

y x b y

′′ ′ =
 = =
 = =

  

xبراي حل، مقداري براي مشتق تابع در . را با روش تيراندازي حل کنيم a=زنيم  حدس مي :  

  )۲ـ۱۳(
( )

( )
( )

a

a

y f x, y, y
y x a y
y x a y

′′ ′=
 = =
 ′ ′= =
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…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

 پس از حل، .باشد هاي ذکر شده در فصل قبلي قابل حل مي شود که با روش  تبديل ميIVPبا شرايط جديد، معادله داده شده به يک معادله 
  :کنيم جدول زير را کامل مي

y x  

ay  0x a=  
1y 1x 

2y 2x  

  
ny x b= 

، برابر بود، حل مسئله تمام بوده و مقدار جواب تابع در ساير نقاط نيز به by به دست آمده با مقدار داده شده در صورت مسئله، nyاگر 
)در غير اين صورت حدس جديدي براي . تدست آمده اس )y x a′ کنيم تا جائي که  را با شرايط جديد حل مي) ٢-١۳( زده و معادله =

xمقدار به دست آمده در  b= برابر byباشد  .  

  ) Finite Difference Method( روش تفاضل محدود -13-3
  : ي در روش تفاضل محدود براي حل معادله

  ( )y f x, y, y′′ ′=  
( ) ay x a y= =  
( ) by x b y= =  

  : کنيم به شکل زير عمل مي
  : نويسيم ابتدا تعريف مشتق اول را به صورت عددي مي) ١

i  )۳ـ۱۳( 1 i
i

y y
y

h
+ −′ =  

i  )۴ـ۱۳( i 1
i

y y
y

h
−−′ =  

i  )۵ـ۱۳( 1 i 1
i

y y
y

2h
+ −−′ =  

  . تر است متداول) ۵-۱۳(البته لازم به ذکر است كه استفاده از رابطه 
  : دهيم تعريف مشتق دوم تابع را نيز براساس يکي از روابط زير قرار مي) ٢

i  )۶ـ۱۳( 2 i 1 i
i 2

y 2y y
y

h
+ +− +′′ =  

i  )۷ـ۱۳( 2 i 1 i
i 2

y 2y y
y

h
− −− +′′ =  

i  )۸ـ۱۳( 1 i i 1
i 2

y 2y y
y

h
+ −− +′′ =  
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که در صورت مسئله حتماً قيد شده باشد که تفاضل  باشند مگر اين تر مي متداول) ۸-۱۳(و ) ۵-۱۳(هاي   فرمول′′y و ′yدر جاگذاري 
  .پيشرو و يا پسرو به کار برده شود

]بازة ) ٣ ]a,b را به n n زير بازه مساوي تقسيم کرده و +1 ها مقادير مجهول به  آوريم که از حل آن  معادله به دست ميn نقطه و +2

b. آيند دست مي ah
n 1

− = + 
.  

yمعادله دیفرانسیل تفاضلی متناظر با  1مثال 2xy cos x′′ + )هاي محدود کدام گزینه است؟  بر حسب روش تفاضل= )x h∆ = 
  ) ٨٢مهندسي پليمر ـ (  

۱ (( )2
i 1 i i i i 1y h 2x cos x y y 0+ −+ + + =  ۲ (( )2 3

i 1 i i i 1 iy 2 2h x y y h cos x+ −− − + = −  

۳ (2
i 1 i i i 1 iy h x y y cos x+ −+ + =  ۴ (( )2 2

i 1 i i i 1 iy 2 2h x y y h cos x+ −− − + =  

  . استدرست ٤ گزينه :حل

  ( )i 1 i i 1 2 2
i i i i i i i i 1 i i i 1 i2

y 2y y
y 2x y cos x 2x y cos x y 2 2h x y y h cos x

h
+ −

+ −
− +

′′ + = → + = → − − + =  

  



 

: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………… 

  اي حل عددي معادلات ديفرانسيل پاره

  ـ بیان تفاضلی مشتقات عددي3ـ14

  ـ بيان تفاضلي مشتق اول تابع۱ـ۱ـ۱۴

)  )۱ـ۱۴( )i 1, j,k i , j,k

i, j,k

u uu: O h
x h

+ −∂
= +

∂
  تفاضل پيشرو

)  )۲ـ۱۴(  )i, j,k i 1, j,k

i, j,k

u uu: O h
x h

−−∂
= +

∂
   تفاضل پسرو

)  )۳ـ۱۴( )i 1, j, k i 1, j,k 2

i, j,k

u uu: O h
x 2h

+ −−∂
= +

∂
   تفاضل مركزي

براي 
i, j,k

u
y

∂
∂

) نمايش تفاضلي به صورت زير است  )y s∆ =:  

)  )۴ـ۱۴( )i, j 1,k i, j,k

i, j,k

u uu: O s
y s

+ −∂
= +

∂
   تفاضل پيشرو

)  )۵ـ۱۴( )i, j,k i, j 1,k

i, j,k

u uu: O s
y s

−−∂
= +

∂
   تفاضل پسرو

)  )۶ـ۱۴( )i, j 1,k i, j 1, k 2

i, j,k

u uu: O s
y 2s

+ −−∂
= +

∂
   تفاضل مركزي
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در نهايت براي 
i, j,k

u
z

∂
∂

)شود   نمايش تفاضلي به صورت زير نوشته مي )z r∆ =:  

)  )۷ـ۱۴( )i, j, k 1 i, j,k

i, j,k

u uu: O r
z r

+ −∂
= +

∂
   تفاضل پيشرو

)  )۸ـ۱۴( )i, j,k i, j,k 1

i. j.k

u uu: O r
z r

−−∂
= +

∂
   تفاضل پسرو

)  )۹ـ۱۴( )i, j,k 1 i, j,k 1 2

i, j,k

u uu: O r
z 2r

+ −−∂
= +

∂
   تفاضل مركزي

   بيان تفاضلي مشتق دوم تابعـ۲ـ۱ـ۱۴

براي 
2

2 i, j,k

u
x

∂

∂
) تعاريف زير را داريم  )x h∆ =:  

)  )۱۰ـ۱۴( )
2 i 2, j,k i 1, j,k i, j,k

2 2i, j,k

u 2u uu: O h
x h

+ +− +∂
= +

∂
   تفاضل پيشرو

)  )۱۱ـ۱۴( )
2 i, j,k i 1, j,k i 2, j,k

2 2i, j,k

u 2u uu: O h
x h

− −− +∂
= +

∂
   تفاضل پسرو

)  )۱۲ـ۱۴( )
2 i 1, j,k i, j,k i 1, j,k 2

2 2i, j,k

u 2u uu: O h
x h

+ −− +∂
= +

∂
   تفاضل مركزي

ورتي كه نمايش تفاضلي در ص
2

2 i, j,k

u
y

∂

∂
)باشد  هاي زير مي  به شكل )y s∆ =:  

)  )۱۳ـ۱۴( )
2 i, j 2,k i, j 1,k i, j,k

2 2i, j,k

u 2u uu: O s
y s

+ +− +∂
= +

∂
   تفاضل پيشرو

)  )۱۴ـ۱۴( )
2 i, j,k i, j 1,k i, j 2,k

2 2i, j,k

u 2u uu: O s
y s

− −− +∂
= +

∂
   تفاضل پسرو

)  )۱۵ـ۱۴( )
2 i, j 1,k i, j,k i, j 1,k 2

2 2i, j,k

u 2u uu: O s
y s

+ −− +∂
= +

∂
   تفاضل مركزي

در نهايت 
2

2 i, j,k

u
z

∂

∂
)شود  هاي زير تعريف مي  به صورت ): z r∆ =  

)  )۱۶ـ۱۴( )
2 i, j,k 2 i, j,k 1 i, j,k

2 2i, j,k

u 2u uu: O r
z r

+ +− +∂
= +

∂
   تفاضل پيشرو

)  )۱۷ـ۱۴( )
2 i, j,k i, j,k 1 i, j,k 2

2 2i, j,k

u 2u uu: O r
z r

− −− +∂
= +

∂
   تفاضل پسرو
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………………………………………………………………………………………………………… 

)  )۱۸ـ۱۴( )
2 i, j,k 1 i, j,k i, j,k 1 2

2 2i, j,k

u 2u uu: O r
z r

+ −− +∂
= +

∂
   تفاضل مركزي

  عدديـ حل معادلات بيضوي با روش ۲ـ۱۴

طور كه قبلاً ديديم معادله لاپلاس  همان
2 2

2 2
u u 0

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

براي حل اين معادله كافي است . باشد  يك معادله بيضوي مي
2

2
u

x
∂

∂
 و 

2

2
u

y
∂

∂
 

  :را با استفاده از روش تفاضل مركزي جايگزين كنيم

  
( )

2 i 1, j i, j i 1, j
2 2

u 2u uu
x x

+ −− +∂
=

∂ ∆
  

  
( )

2 i, j 1 i, j i, j 1
2 2

u 2u uu
y y

+ −− +∂
=

∂ ∆
  

  
( ) ( )

i 1, j i, j i 1, j i, j 1 i, j i, j 1 x y
2 2

u 2u u u 2u u
0

x y
+ − + − ∆ =∆− + − +

→ + = →
∆ ∆

  

  :سازي عبارت فوق داريم با ساده
i  )۱۹ـ۱۴( 1, j i 1, j i, j 1 i, j 1 i, ju u u u 4u 0− + − +→ + + + − =  

شکل عددي معادله دیفرانسیل جزئی  1 مثال
2 2

2 2
T T 1

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

x با فرض  y h∆ = ∆   )85 ـ مهندسی مخازن هیدروکربوري( کدام است؟ =

1 (2
i, j 1 i, j 1 i 1, j i 1, j i, jT T T T 4T h+ − + −+ + + − =  2 (2

i, j 1 i, j 1 i 1, j i 1, j i, jT T T T 4h T 0+ − + −+ + + − =  
3 (2

i, j i, j 1 i, j 1 i 1, j i 1, j4h T T T T T 0+ − + −+ + + − =  4 (2
i, j 1 i, j 1 i 1, j i 1, j i, jT T T T 4T h+ − + −− + − + =  

  . درست است١گزينه   : حل

  
( )

2 i 1, j i, j i 1, j
2 2

T 2T TT
x x

+ −− +∂
=

∂ ∆
  

  
( )

2 i, j 1 i, j i , j 1
2 2

T 2T TT
y y

+ −− +∂
=

∂ ∆
  

xبا فرض  y h∆ = ∆   : خواهيم داشت=

  
( ) ( )

2 2 i 1, j i, j i 1, j i, j 1 i, j i , j 1
2 2 2 2

T 2T T T 2T TT T 1 1
x y yx

+ − + −− + − +∂ ∂
+ = → + =

∂ ∂ ∆∆
  

  2
i 1, j i 1, j i , j 1 i , j 1 i , jT T T T 4T h− + − +→ + + + − =  
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  ـ حل معادلات سهموي با روش عددي3ـ14

كنيم بخواهيم معادله سهموي  فرض مي
2

2
u 1 u

tx
∂ ∂

=
α ∂∂

براي . در اين معادله متغير زمان هم وارد شده است.  را با روش عددي حل كنيم

حال به شرح كامل . (Implicit Method)روش ضمني ) ٢ (Explicit Method)روش صريح ) ١: ردحل معادلات سهموي دو روش وجود دا
  .پردازيم اين دو روش مي

  (Explicit Method)ـ روش صريح ۱ـ۳ـ۱۴
iدر اين روش براي محاسبه  , n 1u n در زمان iuمقدار  (+   :گيريم يعني مشتقات مكاني را در زمان گذشته در نظر مي) +1

  
( )

2 i 1,n i,n i 1,n
2 2i,n

i 2u uu
x x

+ −− +∂
=

∂ ∆
  

  i , n 1 i , n

i , n

u uu
t t

+ −∂
=

∂ ∆
  

با جاگذاري در معادله 
2

2
u 1 u

tx
∂ ∂

=
α ∂∂

  : خواهيم داشت

  
( )

i 1, n i ,n i 1,n i, n 1 i , n
2

u 2u u u u1
tx

+ − +− + −
=

α ∆∆
  

  :آيد دست مي دله تفاضلي زير بهاگر معادله بالا را مرتب كرده و بازنويسي كنيم، معا
)  )۲۰ـ۱۴( ) ( )i ,n 1 i 1,n i 1,n i ,nu Fo u u 1 2Fo u+ + −= + + −  

كه 
( ) 2

tFo
x

α ∆
=

∆
  .باشد  مي

iدست آوردن     از معادله بالا مشخص است که براي به         1 نکته , n 1u شود که فقط داراي یک مجهول است و نیازي به حل دستگاه              اي تشکیل می    معادله+
  .باشد له چند مجهول نیست و این مزیت روش صریح میچند معاد

  اگر معادله تفاضلی به دست آمده در روش تفاضل محدود براي معادلات سهموي به فرم   2 نکته
  i , n 1 i 1,n i , n i 1,nu au bu cu+ + −= + +  

  :باشد، شرط لازم و كافي براي پايداري عبارت است از
  a ,b ,c 0 , a b c 1> + + ≤  

  . معروف است(Positive Rule)كه به قانون مثبت 
  :باشد به صورت زير مي) ٢٠ـ١٨(دست آمده در رابطه  ، شرط پايداري براي معادله تفاضلي به٢ با توجه به نكته 

11  )۲۱ـ۱۴( 2Fo 0 Fo
2

− ≥ → ≤  
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…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  :توان نوشت باشد مي براي معادله ديفرانسيل زير كه حالت دوبعدي مثال قبلي مي

  
2 2

2 2
u u 1 u

tx y
∂ ∂ ∂

+ =
α ∂∂ ∂

  

  
( ) ( )

i 1, j, n i, j,n i 1, j, n i, j 1, n i, j,n i, j 1, n i, j,n 1 i, j,n
2 2

u 2u u u 2u u u u1
tx y

+ − + − +− + − + −
+ =

α ∆∆ ∆
  

xبا فرض  y∆ =   :سازي خواهيم داشت  و ساده∆
)  )۲۲ـ۱۴( )i, j,n 1 i 1, j,n i 1, j,n i , j 1,n i, j 1,n i , j,nu Fo u u u u 1 4Fo u+ + − + − = + + + + −   

كه 
( ) 2

tFo
x

α ∆
=

∆
  .باشد  مي

  :باشد باشد، به صورت زير مي دي ميكه مربوط به حالت دوبع) ٢۲ـ۱۴(شرط پايداري براي معادله تفاضلي ) ٢۲ـ۱۴( و رابطه ٢مطابق نكته 

11  )۲۳ـ۱۴( 4Fo 0 Fo
4

− ≥ → ≤  

  :توان نوشت و براي حالت سه بعدي به اختصار مي

  
2 2 2

2 2 2
u u u 1 u

tx y z
∂ ∂ ∂ ∂

+ + =
α ∂∂ ∂ ∂

  

  (
) ( )

i , j, k, n 1 i 1, j, k, n i 1, j, k, n i, j 1, k , n

i, j 1, k , n i, j,k 1,n i, j,k 1,n i, j,k, n

u Fo u u u

u u u 1 6Fo u

+ + − +

− + −

= + +

+ + − + −
  

  :باشد و شرط پايداري به صورت زير مي

11  )۲۴ـ۱۴( 6Fo 0 Fo
6

− ≥ → ≤  

ش صریح براي حل معادله شرط پایداري رو 2 مثال
2 2

2 2
U U U2
t x y

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
) چیست؟  )x y∆ =   )87مهندسی شیمی سراسري ـ ( ∆

1 (
( ) 2

t 1
8x

∆
<

∆
  2 (

( ) 2
t 1

6x

∆
<

∆
   3 (

( ) 2
t 1

2x

∆
<

∆
  4 (

( ) 2
t 1

x

∆
<

∆
  

  . درست است٢گزينه   : حل
تر بوده و از حل يك  يكي از اشكالات روش صريح اين است كه شرط پايداري دارد ولي مزيت آن اين است كه محاسبات ساده: جهتو

  .توان به جواب رسيد معادله، يك مجهول مي
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  (Implicit Method)ـ روش ضمني ۲ـ۳ـ۱۴

در اين روش براي حل معادله سهموي 
2

2
u 1 u

tx
∂ ∂

=
α ∂∂

i و يافتن  , n 1u n  مشتقات مكاني را در زمان +   :دهيم   قرار مي+1

  
( )

2 i 1,n 1 i, n 1 i 1,n 1
2 2i , n 1

u 2u uu
x x

+ + + − +

+

− +∂
=

∂ ∆
  

  i, n 1 i , n

i , n

u uu
t t

+ −∂
=

∂ ∆
  

حال در معادله 
2

2
u 1 u

tx
∂ ∂

=
α ∂∂

  :دهيم  قرار مي

  
( )

i 1,n 1 i,n 1 i 1,n 1 i,n 1 i,n
2

u 2u u u u1
tx

+ + + − + +− + −
=

α ∆∆
  

  :نويسيم كرده و معادله تفاضلي را در حالت نهايي ميحال معادله را ساده 

i  )۲۵ـ۱۴( , n 1 i 1,n 1 i 1,n 1 i , n
1u u u u

1 2 1 2 1 2+ + + − +
     λ λ

= + +     + λ + λ + λ     
  

كه 
( )2

t

x

α ∆
λ =

∆
  .باشد  مي

iدر معادله فوق  1, n 1u + i و + , n 1u i و + 1, n 1u −  كار بردن معادله تفاضلي و با حل دستگاه چند معادله باشند كه با به  هر سه مجهول مي+
  .باشند چند مجهول قابل محاسبه مي

  .مزیت روش ضمنی این است که همواره پایدار بوده و شرط پایداري ندارد  1 نکته

  .عیب روش ضمنی این است که براي پیدا کردن مجهول باید دستگاه چند معادله چند مجهول را حل کرد  2 نکته

جهت حل معادله  3 مثال
2

2
T T
t x

∂ ∂
=α

∂ ∂
 با فرض (Implicit) با روش ضمنی 

( )2
t 0.25

x

α ∆
=

∆
 شود؟   کدام معادله حاصل می

  )٨٤مهندسي شيمي ـ (  
1 (i 1, n 1 i , n 1 i 1,n 1 i,nT 1.5T 0.25T T− + + + +− + − =  
2 (i 1, n 1 i , n 1 i 1,n 1 i, n0.25T 1.5T 0.25T T− + + + +− + − =  
3 (i 1, n 1 i , n 1 i 1,n 1 i , n0.25T 1.5T 0.25T T− + + + +− − − =  
4 (i 1, n 1 i, n 1 i 1,n 1 i, n0.25T 1.5T 0.25T T− + + + +− + + =  
  . درست است٢گزينه   : حل

  :توان نوشت دست آمده مي كه براي روش ضمني به) ۲۵ـ۱۴(از معادله 
  ( )i 1, n 1 i , n 1 i 1,n 1 i , nT 1 2 T T T− + + + +−λ + + λ −λ =  



  رياضي كاربردي

 

٩٣  

: يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

در اين مسئله 
( )2

t 0.25
x

α∆
λ = =

∆
  : بوده فلذا خواهيم داشت

  i 1, n 1 i , n 1 i 1,n 1 i , n0.25T 1.5T 0.25T T− + + + +− + − =  

براي حل معادله دیفرانسیل  4 مثال
2

2
u u
t x

∂ ∂
= α

∂ ∂
ی که  در صورت

( ) 2
t

x

∆
λ = α

∆
 باشد و از روش تفاضل محدود ضمنی استفاده شود، شرط پایداري 

  )82مهندسی شیمی ـ ( :عبارت است از

۱ (0 2<λ ≤   ۲ (0 4<λ ≤   ۳ (0<λ ≤∞   ۴ (10
2

<λ ≤  

  . درست است٣گزينه   : حل
)باشد  روش ضمني همو اره پايدار مي )0<λ <∞  



  هاي اخير بندي سوالات كنكور در سال بودجه
 سر فصل ١٣٨٩ ١٣٨٨ ١٣٨٧ ١٣٨٦ ١٣٨٥

 تعداد تست تعداد تست تعداد تست تعداد تست تعداد تست

مجموع 
سوالات در 

  سال٥

درصد 
  سال٥

 1% 1 0 1 0 0 0 مقدمه معادلات دیفرانسیل

 %15 15 5 2 4 3 1 مدلسازي و فرمولاسیون

 %0 0 0 0 0 0 0  معادله تفکیک پذیر- مرتبه اولمعادله دیفرانسیل 

 %1 1 0 0 0 1 0  معادله همگن- معادله دیفرانسیل مرتبه اول

 %0 0 0 0 0 0 0  معادله کامل- معادله دیفرانسیل مرتبه اول

 %0 0 0 0 0 0 0  معادله برنولی- معادله دیفرانسیل مرتبه اول

 %7 7 1 1 4 0 1  حالت کلی-معادله دیفرانسیل مرتبه دوم 

 %1 1 1 0 0 0 0  معادله اویلر-معادله دیفرانسیل مرتبه دوم 

 %0 0 0 0 0 0 0  تعاریف-حل معادلات دیفرانسیل به کمک سري ها

 روش -حل معادلات دیفرانسیل به کمک سري ها
 %0 0 0 0 0 0 0 فروبنیوس

 %0 0 0 0 0 0 0  لژاندر-حل معادلات دیفرانسیل به کمک سري ها

 بسل و - معادلات دیفرانسیل به کمک سري هاحل
 %5 5 1 1 1 1 1 بسل اصلاح شده

 توابع -حل معادلات دیفرانسیل به کمک سري ها
 %2 2 0 2 0 0 0 خاص

 %4 4 1 1 1 0 1 تبدیل لاپلاس

 %0 0 0 0 0 0 0 دستگاه معادلات دیفرانسیل

 %1 1 0 0 0 0 1 سري هاي فوریه

 %1 1 0 0 0 0 1 مسایل اشتورم لیوویل

 %2 2 0 0 0 1 1  تعاریف- معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزیی

 روش - معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزیی
 %11 11 1 3 2 3 2 جداسازي متغییرها

روش ترکیب - معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزیی
 %1 1 0 0 0 0 1 متغییرها

 %9 9 1 2 2 2 2 روش هاي عددي براي حل معادلات غیرخطی

 %10 10 1 3 2 2 2 درون یابی

 %4 4 1 2 0 0 1 انتگرال گیري عددي

 %3 3 2 0 0 0 1 مشتق گیري عددي

 %0 0 0 0 0 0 0  روش تیلور-حل معادلات دیفرانسیل عددي

 %3 3 0 1 0 1 1  روش اویلر-حل معادلات دیفرانسیل عددي

 روش اویلر تصحیح -حل معادلات دیفرانسیل عددي
 %0 0 0 0 0 0 0 شده

 %1 1 1 0 0 0 0  روش رانگ کاتا-حل عددي معادلات دیفرانسیل 

 %0 0 0 0 0 0 0  مقدار مرزي-حل عددي معادلات دیفرانسیل 

 %9 9 4 0 2 2 1 حل عددي معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزیی

 %4 4 0 0 1 2 1 ماتریس

 %5 5 0 1 1 2 1 حل عددي دستگاه هاي معادله خطی

 %100 100 20 20 20 20 20 عداد تست در مباحثجمع ت

 %100 100 20 20 20 20 20 جمع تعداد تست در کنکور
  


