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 گفتار و سخني باپيش

  استاد وجو شدان
  
  
و  ابزاري دقيـق  بـه  است، يقيناً هاي دانشمادر همه شود،اگر رياضيات، آنگونه كه گفته مي  

ي لازم ي خوراك و آذوقـه توانمند براي گفتگوي بدون جدل و نزاع، براي انتقال اطلاعات، و تهيه
  !داردبراي خود و فرزندان و ميهمانانش، نياز 

         
  .ها استزبان رياضيات امروز، زبان مجموعه

  
هـاي بنيـادي در سراسـر رياضـيات و كاربردهـاي آن      از مفاهيم و ابزار تابع، و رابطه، مجموعه

هايمـان را  كـردن يافتـه   بدون اين ابزار ياراي درست، منطقي، و بدون جدل صحبت و بيان. است
  !  نداريم

   
  .قصد معرفي واژه ها وابزار دقيق اين زبان زيبا را دارد مباني علوم رياضي كتاب

  



هـاي آن را در  شـويم و روش ها آشنا ميدر يك فصل  كوتاه اول اين كتاب اندكي با منطق گزاره
هاي ي منطق رياضي، به كتاببراي كسب اطلاعات بيشتر در باره. سراسر كتاب تمرين مي كنيم

  .نماييدمذكور در فهرست منابع رجوع ... 
  

هـاي  ايم، كـه در تمـام فصـل   ها را آوردهي مربوط به مجموعه، مفاهيم اوليه2سپس در فصل     
مفـاهيم   10تا  3در فصل هاي . آيندكار ميديگر اين كتاب  و تمام دروس ديگر علوم رياضي به

كـار  اب بـه هاي ديگر كت ـبسيار اساسي و پر كاربرد رابطه و تابع را مطالعه مي كنيم، كه در فصل
  .       روندمي
  

  
  علوم رياضي دانشجويان عزيز

لازم اسـت مطـالبي را در   . ي رياضيات را انتخاب كرديداز اينكه رشته تشكرو  تبريكو  سلام با 
  .زير بيان كنيم

انتقال اطلاعات  و نويسندگان اين كتاب صرفاً علوم رياضيمباني قصد ما و استاد درس     
به  ،خواهيمشما با مفاهيم بنيادي مبحث زيباي رياضيات نيست، بلكه مي سطحيو آشنا كردن 

تـان   ي ذهنتان و جزئـي از بصـيرت  كار را طوري بياموزيد كه ملكه فوت و فن ،كمك خود شما
  :شما اين است كه در واقع قصد ما و استاد اين درس. شود

  
  !انديشيدن بياموزيم، و انديشه ورزي كنيم

  
  !هشدار هشدار

  ايـد كـه اكثـر   واين كتاب متوجه شـده  علوم رياضيمباني حتماً با ديدن سر فصل درس    
  !ي دبيرستان استاين مطالب صرفاً يادآوري از دوره

  
  برعكس؟ براي شما و استاد درس است يا مزيت آيا اين يك

  
تبـديل   ضـدش  ي درسـت از آن بـه  است كه در صورت عدم استفاده مزيتبه نظر ما اين يك  

  ! شودمي



  
به دليل وجود آزمون ورودي سراسري به دانشگاه ها، سطح دانش دانشجويان، دسـت كـم در       

مي گذراننـد   بالاولي، چرا افرادي اين درس را با نمرات بسيار . يك دانشگاه،  تقريباً يكسان است
-مـي  پـايين ي بسـيار  ها كم نيست، دراين درس نمـره ولي برخي، كه متاسفانه گاهي تعداد آن

يكي از دلايلـش شـايد   !) دهدنيز رخ مي 1اين عدم هماهنگي در درس رياضي عمومي ! (گيرند؟
كنند و ظـاهر مطالـب   هاي استادانشان كم توجه ميهشداراين باشد كه برخي از دانشجويان به 

  !كندها را به ضدش تبديل ميدانش خوب دبيرستاني آن مزيتاين دروس، 
  

  !     اين هشدار را جدي بگيريم 
  

  ي ديگري كه لازم است مورد توجه قرار گيرد اين است كهنكته
  

شوند و در ذهن درك نمي بلافاصلههيچ مبحثي از رياضيات، به ويژه مباحث مجرد، 
  !     نشينندنمي

  
مفـاهيم و   كشد كه چنان بـا طولي نمي. طلبداين، صبر و حوصله، پشتكار و اميد شما را ميبر بنا

  !كنيدها را فراموش ميگيريد كه مجرد بودن آنهاي اثبات احكام رياضي انس ميروش
  

  .ل بخش كليدي آموزش رياضيات هستندئمسا
  

هـاي  جز با تلاش براي حل كردن تمـرين  هايشاين مبحث از علم و درك ظرافتكسب تبحر در
  !ممكن نيست) ي برسد يا نرسديچه به جواب نها(آن 

  
  !ما كه نشديم !توان فوتباليست شدماشاي بازي فوتبال نميتصرفاً با 

  
ها تحصيل و تدريس نويسندگان اين كتاب نشان داده است كه دانشجويان مشكل ي سالتجربه 

هاي مجـرد  ي محاسباتي ندارند، ولي در درك و حل كردن مسئلههاچنداني با حل كردن مسئله
 يقينـاً .  ن اين مشكل عواقب نامناسـبي در دروس رياضـي دارد  ناديده گرفت. مشكل دارند قدري

  !شوداين مشكل به خودي خود و به مرور زمان بر طرف نمي



  
  !كنيم و اين مشكل را حل كنيم تلاش بياييم 

  
-هـا را نمـي  كنند كه هـيچ يـك از آن  هاي مجرد، تصور ميدانشجويان در نگاه اوليه به مسئله   

دهنـد و بـا خـود    دانشجوياني  كه مصمم هستند، ترسي به دل راه نمي ولي آن. توانند حل كنند
  :گويند كهمي

  
اند است و يقينا با ابزاري كه آموخته ها طرح شدهراي آنهاي آن باين درس و مسئله

  !قابل حل هستند
  

آوريـد و از زيبـايي ايـن    ها به دست مـي كشد كه چنان تبحري در درك و حل مسئلهطولي نمي
هاي جديد و مبارز طلب بريد كه در لابلاي كتاب هاي ديگر به دنبال مسئلهفكري لذت ميبازي 
به هر حال، وقـت محـدودي   ! كنيد مسئله هايي طرح و حل كنيدگرديد و خود نيز تلاش ميمي

تواند سرفصـل درس را بـه خـوبي بـه پايـان      در اختيار استاد درس است و بدون كمك شما نمي
   پسبرساند، 

  
  !آستين ها را بالا زد و قسمتي از وظيفه را خود به عهده گرفت بايد

  
  علوم رياضيمباني  درسهمكار ارجمند 

آشـنا مـي   مجرد رياضـي  شيرين اين اولين باري است كه دانشجويان با مفاهيم آنجا كه  از   
دهند، توانند استعدادهاي خود را پرورش مي انديشه ورزيشوند، و در دروس مجرد است كه با 

، زمان چندان زيادي بـه  دايطور كه متوجه شدههمان ! تر باشيم تا به هدفمان برسيماطتبايد مح
اين درس اختصاص داده نشده است، با وجود اين، بايد در عين حـال كـه مطالـب مـورد نظـر را      

 بنـدهاي . توانيم دانشجويان را نيز بـه فعاليـت تشـويق كنـيم    كنيم، هر چقدر كه ميتدريس مي

  .اندبه اين منظور تهيه شده بحث در كلاس
  

تـدوين  ) يك ساعت و بيست دقيقـه ( يك جلسه درسايم مطالب هر بخش را براي سعي كرده
البته اگر كمتر روي تابلو بنويسيم و . ي زمان نداشته باشيماميدواريم زياد خطا در محاسبه. كنيم



فرصت  باشد، يقيناًمتن درس روي تابلو اگر امكان نمايش . تر هستيمبيشتر صحبت كنيم، موفق
در آمـوزش   ماو  شماموفقيت آرزوي ما . بيشتري براي به بحث گذاشتن مطالب خواهيم داشت

  .عزيز در آموختن دقيق مطالب درس است موفقيت دانشجوياناين درس و 
  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  
  
  
  
  

 1فصل 
  

  اثبات ومنطق 
  

دقيـق   تعريفو كار دارد كه بايد با  علم، به ويژه رياضيات، از يك طرف با مفاهيم سر هر      
راست و ساده باشـند،  را، هر چند كه سر احكاميشناخته شوند، از طرف ديگر بر آن است كه 

  !)خوردن سوگند نه با جنگ و دعوا يا (كند  اثباتبا استدلال 
    

  ؟كنيم استدلالچطور  ،كدام است حكم، چيست تعريف

  .قواعد و روشهاي علمي رسيدن به اين مقصود را در اختيار مي گذارد منطق رياضي

تهيـه شـده    "مبـاني علـوم رياضـي   "درس ي قصد ما در اين فصل كوتاه، كه براي دو جلسه      
ي منطق رياضـي، بـه   براي كسب اطلاعات بيشتر در باره .است، معرفي مختصر اين مطالب است

  .مذكور در فهرست منابع رجوع نماييد...  هايكتاب
  

  !انديشيدن بياموزيم، و انديشه ورزي كنيم



  منطق   1.1
آوريم كه به مرور به ها را ميها و مفاهيم مربوط به منطق گزارهدر اين بخش برخي از واژه      

  .كار خواهيم برد

   تعريف چيست؟
، با توجه به توانيم از هر شئاز همان دوران كودكي متوجه شديم كه به كمك حواس مي      

 .كه دارد، تصويري در ذهن ايجاد كنيم اي مشخصات ظاهري
  
  .معرف آن است مشخصات هر شئ

  
 يكي از مشكلات مبتديان علم و دانش درك تعريف مفاهيم علمي، به ويژه مفاهيم مجرد      

ها عامل اصلي درك مشخصات آنعقل رياضي، است زيرا غالباً شاهد عيني و تصويري ندارند و 
  . است

  
  ،انديشه ورزي و تمرين كردن با. دارد طري باشد، ولي به پرورش نيازفاستعداد ممكن است 

 .عقل نيز قادر به درك مفاهيم مجرد مي شود

  
  !مهميت ندهيهاي خود كم ابه توانايي

  
  

فراگيري مفاهيم علمي را به مرور و با ي حتي خبره ترين دانشمندان نيز فرايند پيچيده      
  ! تلاش پشت سر گذاشتند

  
  !ما كه نشديم البته تنها با تماشاي بازي فوتبال، نمي توان فوتباليست شد،

   



 تر از دركدرك سيب سادهبراي مثال، . تر از درك عقلي استگفتيم كه درك حسي ساده      
 ،تر از قبول و درك اعدادي چونبسيار آسان. . . ، 3، 2، 1حتي درك اعداد . عنصر اكسيژن است

2 3..., , 2 ,5 , 5 البته ميزان و نوع نياز افراد به درك اشياء يا مفاهيم يكسان نيست و . است
اورز يا كششناخت  ميزان شناخت ميوه فروش از سيب با ميزان. لزومي هم ندارد يكسان باشد

كودك براي انتخاب رنگ آب نباتش نيازي به آگاهي از طول موج . است گياه شناس متفاوت
  . نوري كه از آن منعكس مي شود، ندارد

   
  !از تعريف مفاهيم بسيار بيشتر از ديگران است دانشجوي علوم رياضي ميزان نياز شناخت

  
  !باشدجامع و مانع  تعريف بايد

   
  .ي كه مورد نظر نيست شودئگيرد و مانع شمول شي مورد نظر را دربريعني بايد تمام اشياي 

   !باشد دور مستلزم تعريف نبايد

  .نباشد متناهيآن است كه  و نامتناهينباشد،  نامتناهيآن است كه  متناهيتوان گفت كه نمي

   

  گزاره
ترين مفاهيم منطق رياضي مفاهيم آشنا شديم، يكي از اساسي تعريفحال كه نسبتاً با       

- جمله نادرستييا  درستيگفتيم كه رياضيدانان برآنند كه . كنيمرا معرفي مي گزارهيعني  

بودن را داشته  نادرستيا  درست ها بايد قابليتپس اين جمله. هايي را با استدلال اثبات كنند
  .باشند

  
  اي خبري را كه بتواند يك و تنها يكي از دو صفتجمله

 .ناميممي گزاره را بپذيرد، نادرستيا  درست



 بحث در كلاس   1.1.1

 گزاره همين حالا معلوم باشد؟ نادرستييا  درستيآيا بايد  -1

به كمك ) در صورت امكان(ها را آن نادرستييا  درستيهاي زير و گزاره بودن جمله -2
 .به بحث بگذاريد استاد درس

  .    بزرگتر است 3از عدد )الف(
  . كوچكتر است 4از عدد   )ب(
3/14 )پ( .  
  .ها باسوادندبرخي انسان )ت(
  .اگر باران بر زمين ببارد، زمين خيس مي شود )ث(
  .يكشنبه بود 1389بيست و ششم ارديبهشت سال  )ج(
  .شمسي يكشنبه است 2000پنجم اسفند سال  )چ(
  .است 4برابر با  2رقم صدم بسط اعشاري عدد )ح(
  .ي سروداش شعري در روز اول بيست سالگيفردوس )خ(

تنها  )ج(تا  )الف(هاي از گزاره. اندها گزارهي اين جملهآساني متوجه شديد كه همهيقيناً به      
هاي زيادي بايد حاسبهم) ح(و ) چ(براي تعيين درستي يا نادرستي ) چرا؟(نادرست است  )پ(

همچنين، . نداردوجود  درست هستند يا نادرست و حالت سومي انجام داد، ولي به هر حال يا
 نادرستيا  درستمعلوم نيست، ولي مجدداً از دو حالت  )خ(ي درستي يا نادرستي گزاره

  !خارج نيست، حتي اگر تا ابد معلوم نشود

  يايد كه درستي گزارهحتماً شنيده  

n ي معادله" n nx y z  3 ابn   جواب صحيح براي  , , 0x y z  ندارد."  

شد و شگفتي قرن  اثباتسال  350معروف است، پس از حدود  ی فرماآخرين قضيهكه به 
  . بيستم نام گرفت



با  تضعيف مكعب، وتربيع دايره ، ليث زاويهثت احتمالاً برخي از شما با ناممكن بودن      
هاست اثبات شده، هنوز ها سالبا وجودي كه ناممكن بودن آن. خط كش و پرگار آشنا هستيد

انرژي خود و ديگران، براي اثبات ي بهتر از وقت و به جاي استفاده غير رياضيدانانبرخي از 
  .كنندها تلاش ميممكن بودن آن

  

   بحث دركلاس   2.1.1

  .هاي زير را به بحث بگذاريددليل گزاره نبودن جمله  
 .است ارزانقيمت كفش شما  -1
 .فوتباليست است او -2
3- x عددي مثبت است. 

 هاي بالا با وجود خبري بودن، به اين دليل گزاره نيستند كه ايد كه جملهحتماً متوجه شده      
دانيم مين توجه كنيد كه. ل شدئها قارا براي آن نادرست  يا درستتوان يكي از دو صفت نمي
  . كدام است x كيست، و او يعني چقدر، ارزان

  

  ركيب گزاره ها ت
اي از تركيب چند گزاره تشكيل شده گونهتوانند ساده يا مركب باشند، يعني بهها ميگزاره      
اي مركب است كه از دو گزاره  "تر استكوچك 4تر و از بزرگ 3از عدد "براي مثال، . باشند
- ساخته شده  "تر استكوچك 4از  عدد "و  "بزرگ تر است 3از  عدد "ي ي سادهگزاره

گزاره باشند، برخي از  Qو  Pتوان با هم تركيب كرد؟ اگر ها را چطور ميطور كلي گزارهبه. است
 : ها به صورت زيرندهاي اصلي و متداول تركيب آنروش

  
 



  نماد گذاري رياضي  مي خوانيم  نام  رديف
1 

  
2  
 
  
3 

  
4  

  
5 

  نقيض گزاره
  

  تركيب عطفي 
  

  تركيب فصلي 
  
  شرطيتركيب 

  
  تركيب دوشرطي

  Pچنين نيست كه 

  
P  و Q  

  
P  ياQ 

  
  Q آنگاه  Pاگر

  
P اگر و تنها اگر Q 

/ , ,P P P  
  

P Q  
  

P Q  
  

P Q  
  

P Q  
  

روشن است كه . آينددست ميها بهبا تكرار و تركيبي از اين روش هاي ديگراز گزاره بسياري      
  .اش بستگي داردهاي سازندههاي مركب به درستي يا نادرستي گزارهدرستي يا نادرستي گزاره

دهيم، بقيه را مورد بحث قرار مي 4و ، 3، 1هاي درست و نادرست هاي بالا، حالتاز گزاره  
 .روشن هستند

 

گزارهنقيض    3.1.1              
چنين نيست كه " يشود، جملهمي Pاي واقعي جانشين كنيم كه وقتي گزارهتوجه مي      
P"  كنيم كه توجه مي. شود هو سليس خواندنويسيم كه روان اي ميرا به گونه  
  

 .است درست Pباشد،  نادرست Pاست، و اگر  نادرست Pباشد،  درست  Pاگر 
  

.جدول زير مبين اين واقعيت است  

 

P        P  
   د ن                                            

د      ن  



بحث دركلاس   4.1.1  
جاي يا به  5>2كه  نيستچنين  ايجتوان بهرا مي 5>2ي آيا نقيض گزاره  -1  

   نيز نوشت؟    25  25 به صورت          
5"آيا نقيض  -2 5|2"يا به جاي "5|2 چنين نيست كه"را مي توان به جاي  "2 "   به

  نوشت ؟  "2|5" صورت 
ها با سواد ي انسانهمه صورت توان بهرا مي سواد هستندها باي انسانهمهي آيا نقيض گزاره -3

 نوشت؟ ها بي سواد هستندي انسانهمهيا  نيستند

 

در ! منفي است، ممكن است با لحني ادا شود كه صحيح به نظر آيد 3ال ؤس گرچه پاسخ      
  . معني باشدبه يك  يهر شرايطنويسيم نزد همه و در مي گوييم يارياضيات بايد هر آنچه مي

 

P تركيب فصلي   5.1.1 Q  
معمولاً  اين يا آنگوييم اي وقتي ميتذكر اين نكته لازم است كه گرچه در زبان محاوره      

 پس . گيردهر دو حالت را نيز در بر مي  يا ولي در رياضيات رابط. منظورمان هر دو نيست

  
Q )P" يا P"مركبي گزاره Q (يگزاره هر دواست كه  نادرست تنها وقتي P وQ 

 .باشند نادرست

       P Q    Q             P  

  د               د        د         

  د              ن    د        

  ن                د    د        

  ن              ن  ن      



P تركيب شرطي   6.1.1 Q  
ابتدا در بحث زير . طلبددقت و توجه بيشتري را مي Q آنگاهP اگر ي شرطيدرك گزاره    

   .شركت كنيد
 

   بحث در كلاس    7.1.1
  "شودزمين ببارد، زمين خيس مي بر اگر باران"نظر شما در چه صورتي ادعاي به      

 است؟ روشن است كه نادرست 

  
باشد ولي  درستPاست كه  نادرست" Q آنگاه Pاگر" ي شرطيتنها در صورتي گزاره

Q نادرست!  
  

  پس جدول زير را داريم
          P Q    Q  P  

  د  د     د  

  د  ن     ن  

  ن  د      د  

 ن  ن   د  

اي اند، نگران نباشيد، حتي رياضيدانان حرفهاگر قبول سطرهاي سوم و چهارم آزار دهنده      
دن يا خيس ي جمله ضامن خيس شوقتي باران نباريده، گوينده! ير آن بودندگها درنيز مدت

   نشدن زمين نيست، هست؟

  جدول بالا، مي گوييم كه 4 و 3در سطرهاي 

Pي گزاره Q درست است نتفاي مقدما به.  



Pمتدوال است كه وقتي . ناميممي قضيهاي درست باشد، آن را اگر گزاره      Q درست

Pاست، يعني قضيه است، آن را به صورت  Qهمچنين، با توجه به جدول بالا، . نشان دهيم
Pي، گزارهQنظر از درستي يا نادرستي  نادرست باشد، صرفPاگر  Q پس . درست است

  .را اثبات كنيم Q، درستي Pبا توجه به سطر اول جدول، بايد از فرض درستي 

  داررهاي سوگزاره
به اين دليل  عددي مثبت است xو  او فوتباليست استهاي ديديم كه جمله 2.1.1در بحث   

نام شخصي، مثلاً علي دايي يا  اوجاي البته اگر به. مجهول هستند xو  اوگزاره نيستند كه 
توان د كه ميآيقرار دهيم، گزاره به دست مي 2يا  7عددي چون  xابراهيمي و به جاي 

  ! شويم را براي آن قائل نادرستيا  درستيكي از دو صفت 
  

   تعريف   8.1.1
  ي كه وقتي عضوي از مجموعه باشد به طوري) مجهول( متغيراي كه شامل جمله         
  مي گزاره نماآيد، اي به دست ميكنيم گزارهجانشين آن متغير ميمعيني را               

   .ناميم             
 

  .نيز مي توان به گزاره تبديل كرد بينيماي كه در زير ميگونهرا بهگزاره نماها       
  و  "هر انساني فاني است"براي مثال . هستند ضيعبيا  هرها شامل الفاظ برخي از گزاره      
را  بعضي  وجودي رسوو  را با  هري معمو رسو. انداز اين نوع "بعضي انسانها با سوادند"

معني خاصي دارند كه خواهيم  بعضيو به ويژه  هردر زبان رياضي، الفاظ . دهيمنشان مي با 
 .ديد

  
اگر  P x نما، يعني شرطي رويگزارهxبراي هر "ي  ، باشد، گزارهx،  P x "  بهرا-

 صورت P x،x از  براي بعضي " يهمچنين، گزاره. نويسيمميxها، P x "به  را
صورت  P x،,x نويسيممي.  

  



"ي گزاره       P x،x "ي و گزاره ي عموميگزارهي يا معمو ري با سورا گزاره" P x،
,x " ازاي به ، براي همهنويسيم ، ميبراي هرگاهي به جاي . ناميممي ي وجوديگزارهرا
و از  ازاي برخيبه ، وجود دارد نويسيممي براي بعضيجاي همچنين، به .، و از اين  قبيلهر

  . اين قبيل
شود كه  ئيبسيار كلي است و ممكن است شامل اشيا x براي هري توجه كنيد كه جمله      

ها شرطبراي آن P x اغلب تغييرات  ،از اين رو. معني باشدبيx اي چون را در مجموعهA 
" نويسيمكنيم و ميمحدود مي ,x A P x ."  روشن است كه  اگرA  ،را تغيير دهيم

، كريم باقري،  علي كريمي{ي در مجموعه xبراي مثال، اگر . آيدي ديگري به دست ميگزاره
xبراي هر ي زارهگ ،تغيير كند B= }علي دايي A ،x و درست ايگزاره فوتباليست است ،

، كه چهار A=}دكتر ابراهيميو  محموديدكتر ، دكتر بهزاد، دكتر كرمزاده، علي دايي{در xاگر 
. آيدبه دست مي نادرستاي گزاره ندك نفر رياضيدان هستند و نفر ديگر فوتباليست است تغيير

  كنيم كهتوجه مي
   

  تعريف   9.1.1
"ي گزاره             ,x A P x "  دست كم يك عضونادرست است اگر و تنها اگر –   
طوري كه وجود داشته باشد به Aدر  aچون  -حتي يك عضو             P a نادرست باشد!  

" يگزاره و             ,x A P x "  عضوي چون هيچنادرست است اگر و تنها اگر  
           a A طوري كه وجود نداشته باشد به P a درست باشد.  

    

   بحث در كلاس   10.1.1
  . هاي زير را تعيين كنيددرستي يا نادرستي گزاره. بالا را در نظر بگيريد Bو  Aهاي مجموعه
 .وجود دارد كه فوتباليست است Bعضوي در  -1
 .وجود دارد كه فوتباليست است Aعضوي در  -2
 . فوتباليست هستند Bبرخي از اعضاي  -3

 .فوتباليست هستند Aبرخي از اعضاي  -4
  



 3ي ولي، اگر چه گزاره. درست هستند 2و  1يقيناً به راحتي متوجه شديد كه گزاره هاي     
هايي قدري مشكل است، گاهي با اين چنين گزاره 2 يهمان گزاره 4ي و گزاره 1ي همان گزاره

به اين معني تعبير  برخياي اغلب لفظ كه در زبان محاورهشود مشكل از اينجا ناشي مي! داريم
 بيش از يكي و حتي همهدر رياضيات چنين نيست و  ، كهبيش از يكي ولي نه همهشود كه مي
چرا از لفظ  ،مورد نظر است همهيا  فقط يكيالبته ممكن است بگوييد كه اگر . تواند باشدمي

  !كنداين موضوع حقايق بالا را بي اعتبار نمي شود؟ حق با شما است، ولياستفاده مي برخي
   

  داررهاي سونقيض گزاره   11.1.1
ها است كه به ي نقيض كردن آنها بيان كنيم، نحوهرديگري كه بايد در مورد اين سو ينكته    

  .شوندهاي زير انجام ميروشي به صورت
    
    

, ,

, ,

x A P x x A P x

x A P x x A P x

      

      
  

 
 

  اثبات رياضي      2.1

  !رياضيات خلق اثباتها استهنر 

به . ناميممي قضيهاي را كه درستي آن اثبات شده باشد، كنيم كه هر گزارهيادآوري مي      
  بيان ساده، 

ي هاي استاندهبه روشاز درست بود آن،  نمايشي قانع كنندهاثبات درستي يك گزاره يعني 
  . مورد قبول

-براي كسب اطلاع بيشتر به كتاب. ريموآدر زير مي هاي اثبات را به اختصاربرخي از روش      

  .نماييدرجوع  در فهرست منابع...  هاي

  



  روش اثبات مستقيم      1.2.1
 هاييضفرهستند، يعني داراي  Qآنگاه  Pاگر هاي شرطيصورت گزارهها اغلب بهقضيه   

ي زير دو مرحله ،هادر روش اثبات مستقيم اين گونه قضيه .دهندرا نتيجه مي حكميهستند كه 
  .دهيمرا انجام مي

   
 . است درست Pكنيم فرض مي -1

، Pدرستيهاي قبلي و ها، قضيهي مستقيم از اصول موضوع، تعريفبا استفاده -2
 . كنيمرا اثبات ميQدرستي

 

   بحث دركلاس     2.2.1
  . اين روش اثبات كنيمي زير را بهخواهيم قضيهبراي مثال، مي

  

   قضيه   3.2.1
  . مجموع دو عدد زوج، عددي زوج است              
  
  

   اثبات
  .دهيماثبات را مرحله به مرحله انجام مي

  
 .زوج هستند y و  xاعداد  كه كنيمفرض مي -1
- وجود دارند به bو  aاعداد زوج، اعدادي صحيح چون  تعريف در اين صورت، بنابر  -2

2xطوري كه  aو  .y=2b  توزيعپذيري جمع روي ضرب اعداد،  ويژگي ل، بنابرحا
داريم  2 2 2x y a b a b    . 

xبنابر تعريف زوج بودن اعداد، چون  جدداًم -3 y  است، پس زوج است 2مضرب .  
  
  



  تذكر 4.2.1
  .هاي زير مفيد استبيان نكته

  
به خودي خود درست است،  Pيلزوماً به اين معني نيست كه گزاره "Pاگر" يجمله  -1

 براي مثال، ممكن است استاد درس بگويد كه   .كنيمفرض مي درستبلكه ما آن را 

 

  بيشتر باشد، 15معدل كلاس در امتحان از  اگر
  !ضرب مي كنم 1/1ي هر دانشجو را در نمره آنگاه

  
  !بيشتر خواهد شد 15يقيقاً منظور او اين نيست كه معدل كلاس از 

خودي خود درست به Qاين معني نيست كه گزاره نيز لزوماً به "Q آنگاه" يجمله  -2
ي هر دانشجو بالا لزوماً به اين معني نيست كه نمره يگزاره است و لذا منظور استاد در

همان است كه گفته بلكه قول او !  كندضرب مي 1/1را، صرف نظر از معدل كلاس، در 
 !است
 
 

 نمآنوقت ! بيشتر شود 15بكوشيد به يكديگر كمك كنيد كه معدل كلاس از 
 !كنمميارفاق هم 

   

   روش عكس نقيض   5.2.1
QP هايهاي مربوط به گزارهبه ستونبا توجه          وPQ  در جدول زير  
  

Q P  P Q P Q  Q  P  
  د  د  د  ن  ن  د
  د  ن  ن  د  ن  ن
  ن  د  د  ن  د  د
  ن  ن  د  د  د  د

  



توانيم براي پس مي. تنها اگر دومي درست باشدكنيم كه اولي درست است اگر و مشاهده مي
Pاثبات درستي  Q درستي ،Q P  عكس نقيضوم را ي دگزاره. را نشان دهيم 

 .ناميممي روش عكس نقيضي اول و اين روش اثبات را گزاره
 

   كلاس بحث در    6.2.1
 .را بنويسيد 3.2.1ي قضيه ي مذكور درعكس نقيض گزاره -1
 .روش عكس نقيض اثبات كنيدرا به 3.2.1ي قضيه -2

  .نيز فرد است 2xفرد است و نشان دهيد كه  x، بايد فرض كنيد كه 1با توجه به پاسخ بند 
  

  روش برهان خلف    7.2.1
دهيم كه كنيم و نشان ميمي گزاره، آن را نادرست فرضدر اين روش براي اثبات درستي       

  .در بحث زير شركت كنيد. كندمي نقضاي را حقيقت دانسته ،فرض خلفاين 
  

 بحث دركلاس    8.2.1

برخلاف حكم،  ،يعني فرض كنيد كه. اصم است2برهان خلف ثابت كنيد كه  به روش      

2، و مثلاً استگويا  2
a

b
،توانيد مي. و به تناقض برسيد

a

b اي به را به گونه
m

n  ساده

كنيد كه  , 1m n  . سپس با عملياتي به اين نتيجه برسيد كه , 1m n  كه متناقض ،
 , 1m n  است !  

  
! برهان خلف اثبات كنند ها را به روشاند كه درستي قضيهبرخي از دانشجويان عادت كرده      

  !تر به نتيجه رسيد، چرا با برهان خلف؟توان راحتولي اگر به روش مستقيم مي
  

   روش اثبات وجود   9.2.1
اين كار به . هايي خاص است اثبات كنيمرا كه داراي ويژگي يئيگاهي لازم است وجود ش      

براي مثال، براي اثبات . دهيممي ارائه در يكي مثالي واقعي از آن شئ. شوددو روش انجام مي



ي دستورالعملي براي پيدا هئدر روش ديگر،  بدون ارا. زنيمرا مثال مي 2وجود اعداد اصم، 
 aبراي اثبات وجود دو عدد اصم " براي مثال، . كنيمآن عضو، تنها وجود آن را اثبات ميكردن 

با ويژگي مورد نظر به صورت زير  bو  a، بدون ذكر مثالي از گويا باشد ab  با اين ويژگي كه bو 
  : كنيمعمل مي

اگر عدد       
2

2aبا قراردادن (گويا باشد، آنگاه حكم  2 b  (اگر . شوداثبات مي
2

اصم باشد، آنگاه با قراردادن2
2

2a  2وb  شود، زيرا حكم اثبات مي
2

2 2
2 2 2ba     

 عددي گويا است.  
  

  هاروش حالت اثبات به   10.2.1
طور كنيم و هر حالت را بهدر اين روش، حكم را به تعدادي متناهي حالت تقسيم مي      

براي مثال، . ها ممكن است بسيار زياد باشدالبته گاهي تعداد حالت. كنيمجداگانه بررسي مي
. حالت اثبات شد 1936گرفتن به اين روش و با در نظر  "چهار رنگ"ي ي قضيهاثبات اوليه

  . حالت تقليل داده شد 600ها به حدود البته بعدها تعداد حالت
  

  اثبات به روش استقرا   11.2.1
فرض كنيم        P n ي خواهيم درستي گزارهي اعداد طبيعي است و مينمايي دربارهگزاره

n ،براي هر عدد  P nدر واقع بايد نشان دهيم كه . كنيمرا اثبات  درست است
     3 , 2 , 1P P Pها نامتناهي است و ولي تعداد اين گزاره. خر درست هستندآالي  ، و

  :دهيمي زير انجام مياين كار را در دو مرحله! توانيم همه را بيازماييميقيناً نمي
   

دهيم كه نشان مي -1 1P  درست است؛ يعني P n به ازايn=1 درست است. 
با فرض درستي  -2 P n  به درستي 1P nرسيممي. 

  
گوييم كه بنابر استقرا سپس مي       P n براي هر عدد طبيعيn اين روش . درست است

 . گوييممي استقرا اثبات به روش اثبات را



  بحث در كلاس    12.2.1
  داريم ،nبه روش استقرا نشان دهيد كه براي هر عدد طبيعي       

  

   1
1 2 ...

2


    

n n
P n n  

1nروشن است كه به ازاي       سمت چپ ، P n و سمت راست آن نيز برابر با  1برابر با
 1 1 1

1
2


 پس . است p n ؟؟؟؟. درست است  

حال فرض كنيد      P n درست است، يعني داريم  
 1

1 2 ...
2

n n
n


     

  
براي اثبات درستي 1P nنشان دهيد كه ،  

   

          1 1 2
1 2 ... 1 1

2 2

n n n n
n n n

  
         

  

 ،بنا به استقراپس،  P n براي هر عدد طبيعيn درست است.  

         را  QEDهـا عبـارت   بريم كه گاهي در پايان اثباتاين بخش را با بيان اين نكته به پايان مي    
 Quad"ي لاتـــينهـــاي جملـــهايـــن حـــروف، حـــروف اول كلمـــه. بينيـــدمـــي Evat 

Demonstrandun"  نمادهـاي  . اسـت   آنچه مي خواستيم نشان دهـيم  هستند كه به معني
,تر عبارتند ازمتداول , ,#  

  .براي خلق اثبات نيست ضمانتيبا آگاهي از روشها و فنون اثبات،  تنهاتوجه كنيد كه 



بلكه دست  !آيد؟ميآيد؛ ها به خودي خود و با بالارفتن سن به دست نميي اثباتهئتبحر در ارا
و  ها مطالعه كردها و ترفندهاي آنپيچ و خم و براي آموزشهاي ديگران را با دقت اثبات كم بايد

  .با تمرين و پشتكار اين ترفندها را آموخت

  فوتبال، نمي توانتنها با تماشاي 
   !توان؟مي! فوتباليست شد

 



 

 

 

 

 

 

  2فصل 
  

  هااعمال روي آنها و مجموعه
  

 - در سراسر رياضيات و بسياري از علوم ديگر، بنيادي تلقي مي شود مجموعهامروزه مفهوم       
  .كه در گذشته اساس كار شمرده مي شد عددحتي بنيادي تر از مفهوم 

طور شهودي در دوره دبيرستان آشنا از آنجا كه با اين مفهوم و برخي از مفاهيم مرتبط با آن به
تر و مجردتر گذر كنيم و بيشتر به مطالب جديدتر سريعمي كنيم از مطالب ساده ، سعيايدشده

مطالب تر و شما را براي درك هايتان را عميقسعي ما بر اين است كه دانسته. تر بپردازيم
  .مجردتر اين كتاب و دروس ديگر آماده كنيم و از شما نيز چنين انتظاري داريم

 
 
 

  
  
 
 



 

  

 مجموعه و زيرمجموعه      1.2

، تلاش مي شود كه دقت شما در برخورد مجموعهي يادآوري مفهوم در اين بخش، به بهانه      
قسمتي از مطالب اين بخش را به  ياستادان درس معمولاً مطالعه. هاي رياضي تقويت شودبا واژه
  .دانشجويان مي گذارند تا بتوانند آن را در يك جلسه به پايان برسانند يعهده

. است تعريف نشدهنيز مفهومي به اصطلاح  مجموعهدر هندسه،  نقطه مانند مفهوم بنيادي   
كند كه براي ه مي ئساده و قابل استفاده از اين واژه ارا توصيفيبا وجود اين، عبارت زير 

  .) را نيز بعداً ببيند ???پيوست ( .خوانندگان اين كتاب مقدماتي مناسب و كافي است
 

  .است دو متمايزدوبهو  مشخص اشياي اي ازدستهمجموعه 
 

ولي همان طور . ي شما را برآورده مي كنداي شما از اين مفهوم، نيازهاي اوليهدرك مدرسه      
  .ذهنتان، خواندن مطالب تشريحي زير آموزنده استكه گفتيم، براي تقويت 

نيز بيان كنيم، كه  را  اي علمي معرفي مي شود، بايد قراردادهاي كار با آنهرگاه مفهوم يا واژه  
كار رفته براي توصيف هاي بهها و واژهابتدا كلمه. كتاب چنين خواهيم كردبه مرور در اين 

يادآوري . مان را بهبود مي بخشيماين وسيله دقت علميكنيم، و به تر ميرا روشن مجموعه
-ها تفاوتويژه رياضي، با معني لغوي و متداول آنهاي علمي، بهكنيم كه گاهي معني واژهمي

  .هايي دارد
استاد درس و ما نيز چنين (از آنجا كه هدف شما تنها به خاطر سپردن واژه ها نيست       

هاي خود به هاي زير را با همكلاسيالراهنمايي استاد درس، سؤ، با )نمي كنيم هدفي را دنبال
  !كار ننشينند هاي خاكستري مغز شما بيبگذاريد تا سلول بحث

  
  !سخن نگفته باشد                عيب و هنرش نهفته باشد ردفتا   

 
، تنها با )!نشديمما كه ( فوتبال، نمي توان فوتباليست شدطور كه تنها با تماشاي بازي همان    

  .توان رياضيداني سازنده و خلاق شدويژه رياضي، نميشنيدن و خواندن مباحث علمي، به
  



  .فكر كنيد و بحث كنيد             
  
  

 بحث در كلاس   1.1.2

 :ها آمده است كهدر برخي لغت نامه مجموعهي در معرفي واژه -1
  

  .باشند خواص مشترك داراياي از اشياء است كه مجموعه دسته
  

براي  آيا در توصيف رياضي اين واژه كه در بالا داده شد، چنين شرطي وجود دارد؟    
استان  و ،ملانصرالدين، ميدان آزاديي متشكل از دسته رياضيات مثال، آيا در

  ناميد؟  وعهمجمرا مي توان  گلستان
  

جان است؟ آيا با بي ئيشبرديم، منظور  ركاكه در توصيف مجموعه به ئشي آيا واژه -2
 صندليو ،شما ،مني متشكل از جان نيستيم، دستهاشيايي بي شماوجودي كه من و 

 ناميد؟ مجموعه را مي توان ماش

 

آيا به اين  چيست؟ ،كار برديمكه در توصيف مجموعه به مشخصي نظور از واژهم -3
نيست كه فلان عدد هزار رقمي اول است يا  مشخصدليل كه در اين لحظه برايمان 

 بناميم؟ مجموعهرا  ي اعداد اولدستهنيست، نمي توانيم 

 

 مجموعهرا مي توان  هاي ارزانكفش يدسته يا دانشجويان قدبلند يدستهآيا  -4
 ناميد؟

 

چيست؟ آيا اگر اين قيد را برداريم، مفهوم با معني ديگري  دو متمايز به دومنظور از  -5
به دست مي آيد؟ اگر اطلاعات عددي به دست آمده در سه آزمايش علمي اعداد 

كافي است اين دسته را با  و مهم باشد كه هر سه نتيجه را ثبت كنيم، باشند 2،5،2
ناميم، يا گلابي نميي سيب را طور كه ميوهبناميم، همان مجموعه اي ديگر بجزواژه

 .ناميمنمي چنبر را خيار سبز حتي خيار
 



نام بردن اشياي مجموعه مهم است؟  ترتيب ،مجموعه آيا در توصيف داده شده براي -6
ي موعهديگر آيا اگر ترتيب نام بردن اشياي مجموعه را تغيير دهيم، مج به عبارت

به آمده در سه آزمايش علمي اگر اطلاعات عددي به دست ديگري به دست مي آيد؟ 
چه  و ترتيب ثبت و رجوع به اين خروجي ها مهم باشد، باشند 20،30،10 ترتيب

صفت هاي سبز و چنبر استفاده  ؟ مانند خيارسبز و خيار چنبر كه ازدكنيپيشنهاد مي
چطور  ي مرتبمجموعهي مركب و ناميدن آن با واژه مرتبشد، استفاده از صفت 

 است؟

 

ي يئداشته باشد؟ آيا اصلاً لازم است حتماً ش لزوماً بايد بيش از يك شئ مجموعهآيا  -7
 داشته باشد؟

  

  ريانمادگذ    2.1.2

اگرچه معمولاً . را دارد خود زبان رياضيات، مانند هر زبان ديگر، نماد گذاري خاص      
نمايش  b,a,… ها را با حروف كوچكو اشياي آن B,A,… ها را با حروف بزرگ لاتينمجموعه

  .رعايت اين قرارداد الزامي نيست .خواهيم داد

باشد  Aي وعهمعضو مج a ءناميم و اگر شيآن مجموعه مي عضومجموعه را  هر شيئ
. يا هر عبارتي كه به اين معني باشد ،است A  عضو aخوانيم مي و Aa مينويسمي

  چه نماد عضويتتوجه كنيد كه اگر ( .Aa مينويسمي باشدن Aعضو   a گر شئا
  .).است، آن را اپسيلون نخوانيد) اپسيلون( εي حرف يوناني شكل تغيير يافته

  
ها اسامي و نمادهايي خاص نسبت ها به دلايلي، خاص هستند و به آنبرخي از مجموعه      
  براي مثال، . دهيممي

 .ناميممي اي تك عضويمجموعه اي را كه تنها يك عضو دارد،مجموعههر 

- در آن شرط صدق نمي يئيعرف يك مجموعه طوري است كه هيچ شگاهي شرط مهمچنين، 

    .ر عضوي نداردمت 10هاي با قد ي انسانمجموعهبراي مثال، . كند



  
 را با نمادناميم و آنمي ) پوچيا ( ي تهيمجموعه اي را كه هيچ عضوي ندارد،مجموعه

  .دهيمنمايش مي׎ 
  

 خواهيم ديد كه اين مجموعه و نماد. ستااهميت نبايد چنين تصور شود كه اين مجموعه بي 
ويژه را گروه بورباكي، به ׎ نماد. (اندها مفيددست كم براي بيان اختصاري برخي از واقعيت ׎

گرفته شده   ׎اين نماد از حرف دانماركي و نروژي . دمعرفي كردن 1939آندره وايل، در سال 
-في نمي آن ندارد و آن را هيچ ربطي به) في( φرغم شباهت آن به حرف يوناني است، و علي

  .)خوانيم
  

  هامجموعهنمايش     3.1.2
  .توان نمايش دادزير ميهاي روش مجموعه را بر حسب مورد و نياز، به      
  

 فهرستينمايش تفضيلي يا 

ترين روش مشخص كردن يك مجموعه، فهرست كردن عضوهايش درون آكولادها شايد ساده  
  براي مثال، . باشد

},1 33دانشگاه شهيد بهشتي, 2,  {=A 

و يك  31، 3،2اي است كه سه عضوش اعداد مجموعه فهرستييا  تفضيلينمايش 
  .، هستندو تنها اين چهار عضو ،دانشگاه شهيد بهشتيعضو ديگر آن، 

  عضو اين مجموعه هستند؟ گروه رياضي يا 3آيا عدد 

، فهرست )Venn( نمودار ون، به نام منحني بستهگاهي عضوهاي يك مجموعه را درون يك 
  :كنيممي



  
  

  

  

  

  نمايش توصيفي يا شرطي

 براي مثال. هاي داراي عضوهاي زياد مناسب نيستروش فهرستي براي نمايش مجموعه    
  به صورت فهرستي و ناقصشود تا با همين توصيف بهتر مشخص مي ي اعداد اولمجموعه

  
} ...,13,11,7,5,3,2{ 

  
كم به اين دليل كه چون، طبق قرارداد، براي عضوهاي داخل آكولادها هيچ ترتيبي قايل  دست
  :توان نوشتصورت زير نيز ميشويم، فهرست بالا را بهنمي

  
} ...,3,2,11,13,5,7{  

  
مي تواند از اين آشفتگي سردر آورد و با اطمينان بگويد كه عضوهاي نانوشته چه  يحال چه كس
البته بايد اذعان كنيم ! ؟ ي اعداد اول استي هستند و اين مجموعه همان مجموعهئاعداد يا اشيا

-مثال  .برندمي هايي نيز به كارگذاري فهرستي را براي چنين مجموعهكه رياضيدانان گاهي نماد

  .زير را ببينيدهاي 
}...,3,2,1{ N   .اعداد طبيعيي مجموعه ;  =

3       2            31  

   

 دانشگاه شهيد بهشتي



}...,3,2,1, 0{  N  .اعداد حسابيي مجموعه ;  =

}... ,3,2 ,1 ,0,1-,2,‐   ...{ Z  .عدادصحيحاي مجموعه ; =

}...,6,4,2,0{; E  .زوج )حسابي( اعدادي مجموعه  = 

} ...,5,3,1{; O=  فرد )طبيعي( اعدادي مجموعه. 

},2,3,…,9991{=A 

كاملاً و بدون ابهام مشخص  ،با تحميل شرط يا شرايطي   Aاي چوناگر عضوهاي مجموعه      
 :نويسيمشوند، آن را به صورت زير مي

   A={x | x  ييا شرايطي دربارهشرط {

 ،كننددر شرط يا شرايط داده شده صدق مي ي كهئ)اشيا( ها x يهمهي مجموعه يمنو مي خوا
  براي مثال،. يا با هر عبارتي كه به اين معني باشد

}  x ي طبيعي استعدد x| N ={ 

x }تعددي حسابي و زوج اس  E ={ x| 

x}                    دانشجوي دانشگاه شهيد بهشتي است x|{  A=  

 Yي مشخص ديگري چون يطي از عضوهاي مجموعهبا تحميل شرط يا شرا Aاگر عضوهاي 
 .توانيم بنويسيمانتخاب شوند، مي

Yx   =x  x|{  A  يباره و شرط يا شرايطي در                  {

  :را در سمت چپ خط عمودي بنويسيم Yxتر است كه شرط متداولالبته 

x Yx  يباره شرط يا شرايطي در                               { |{  A=   



يا با هر عبارتي كه به ... كه Yي از مجموعه xعضوهايي چون  يهمهي مجموعهيم نخواو مي
  .باشد اين معني

  
شرطي اين است كه بدون اينكه حتي يك عضو از مجموعه را نام  ي جالب در نمايشنكته    

و براي  بدون ابهام البته شرايط معرف مجموعه بايد. توانيم آن را كاملاً توصيف كنيمببريم، مي
  .هاي زير نيز توجه كنيدبه مثال. باشند با معني  Yي عضوهاي مجموعه زمينه

n}   استزوج  |E ={ Nn  
n} است فرد | Nn{O= 

       } A= { Nn | 1 999x  

}B={ Zx |  5 23 20 0x x   

5ي  است كه در معادله يي اعداد صحيحي همهمجموعهآخري كه  23 20 0x x    صدق

2مثلاً . كنندمي A 1 ولي چرا . ... است و طبيعي ، زيرا عددي A  1و

2
A.  البته اگر

ي را بيابيم، بايد معادله  Aيمجموعه عضوهايي پذير باشد، كه همهبخواهيم، و امكان
5 23 20 0x x   هاي آن را كه در ي جوابرا حل كنيم و همهZ ًهستند، بيابيم، كه لزوما 

  ي مجموعه. اي نيستكار ساده
} Q ={x| x=  0,,/  nnmnm Z, 

  باشد، آنگاه اعداد حقيقيي ي مجموعهنشان دهنده Rاگر . ي اعداد گويا استمجموعه
 

C={ a+bi | a, b R , i= 1 }  

1iممكن است با  .است اعداد مختلط يمجموعه   بپنداريد معنيبيو آن را  آشنا نباشيد .
س ديگر رياضي با ودر اين لحظه آن را صرفاً يك نماد در نظر بگيريد تا در در ست،حق با شما ا

  .آن بيشتر آشنا شويد
  
   و } =Y 5,72,  { فرض كنيد. اي زير نيز توجه كنيدبه مثال نمونه    

x}                                 ازنصف عضويY  است  Nx |{  A=  



                                    }={ Nx |x=1/2k, Yk
                       )چرا؟(                                                     1

 
  
 

   هاتساوي مجموعه   4.1.2
الي را كه بايد پاسخ داد اين ؤبه نام مجموعه معرفي شدند، اولين س يحال كه اشياي جديد     

ال ؤكه پاسخ به اين س گيريم؟ شايد بگوييددر نظر مي مساوياست كه چه وقت دو مجموعه را 
ها عضوهاي آني فهرستي با نوشتن همهبه صورت   Bو  Aهاي البته اگر مجموعه. روشن است

ها، گرچه ممكن است پر زحمت نمايش داده شده باشند، تشخيص تساوي يا عدم تساوي آن
و با شرايط متفاوت معرفي شده  طيبه صورت شر Bيا   Aولي اگر . باشد، چندان مشكل نيست

هايي در رياضيات نمونه .ها گاهي سريع يا آسان نيستباشند، تشخيص تساوي يا عدم تساوي آن
ها بعد از صدها سال هنوز ميسر اين نوع وجود دارد كه تشخيص تساوي يا عدم تساوي آناز 

  :آوريمحال تعريف رسمي زير را مي. نشده است
   

  

  تعريف   5.1.2
باشد، و  Bعضوي از  Aمي گوييم اگر هر عضو  مساويرا  Bو  Aهاي مجموعه     

  :درست باشندي زير به زبان نمادهاي  منطقي،  دو گزاره ،برعكس
a A a B

a B a A

  
  

  

  
Aنويسيم مساوي باشند، مي  A  ،Bاگر     Bنويسيمميصورت ، و در غير اينA B.  

   

   بحث در كلاس   6.1.2
توانيد بگوييد كه به چند دليل مي -1   4,5,7 ؟4,2  ي اين آيا لازم است همه

 دلايل را بياوريم؟

 



Aدر چه شرط يا شرايطي -2 B؟ آيا بايد هيچ عضو مشتركي نداشته باشند؟ 

 
 نشان داد كه  ،زير هايمجموعه ي عضوهايتوان بدون محاسبهچطور مي -3

   

   
   

2 2

3 2

2 2 0 1, 1

1 2 2 2 4

4 2 4

    

      

    

Z

N N

Z N

x

x x x

x x x x

x

x

x  
 

نشان دهيد كه  -4 1 0   Nx x } x   متر است 10انساني با قد x| {. 
      

 ي تهي وجود دارد؟شود كه تنها يك مجموعهچطور ثابت مي -5

  
حال  قدري، نه چندان  –ها پرداختيم اغلب به معرفي و تفسير واژه ،در اين بخش ،تا اينجا    

  .شودخواننده طلب مياز اين رو دقت و تفكر بيشتري از . پردازيمزياد،  به استدلال نيز مي
  

به  ها، به ويژه مبتديان، اين است كههاي ما انسانيكي از ضعف
اين  .دانيم بيان كنيم يا بنويسيمرا كه مي توانيم آنچهخوبي نمي

بايد  .شودمرور زمان برطرف نمي ضعف به خودي خود و در اثر
  .تلاش كنيم آن را بهبود بخشيم

  

خوردن يا اصرار كردن درستي يا نادرستي سوگند توان با ، نميرياضياتبه ويژه در در علوم ،    
  .كرد اثبات قبولاند، بلكه بايد آن را با استدلال منطقي انمطلبي را به ديگر

   
 ويژهو بهفن استدلال كردن  تلاش كنيد از هر فرصتي استفاده كنيد تا

  !از ما گفتن .ها را در خود بهبود بخشيداثباتنوشتن 
  



موجودات،  يي همهبراي مثال، گاهي مجموعه .گاهي قسمتي از يك مجموعه مورد نظر است    
اين موضوع . ها مورد نظر استي انسانو گاهي تنها مجموعه ي جانداران،وعهمگاهي فقط مج

  .كندتعريف زير را پيشنهاد مي
  

    تعريف   7.1.2
  B يم كهيگوباشد، مي Aي عضو مجموعه Bي اگر هر عضو مجموعه             

B است و مي نويسيم A يزيرمجموعه             A .با نمادهاي رياضي،  
  x B x A  

  :دهدنمودار ونِ زير اين حالت را نشان مي

  

        

  

  

BAهمچنين، نمادگذاري. است Aول در ممش Bيا  Bشامل  Aگوييم كه گاهي مي        
ABبه معني  لازم به ذكر است كه برخي از نويسندگان نماد . است  را به جاي  به
  .يممي ده حرا ترجي برند، ولي ما نماد كار مي

Bنباشد، مي نويسيم  Aي زير مجموعه B اگر     A.  
ترجيح  .گذاريمشما ميي ي چند نمونه را به عهدههئبسيارند و ارا مجموعهزير هاي مفهوممثال
  .هاي زير را به بحث بگذاريمالؤدهيم سمي
  

   بحث در كلاس   8.1.2
 .هاي خود مورد بحث قرار دهيدراهنمايي استاد درس، با همكلاسي هاي زير را، بهالؤس    
  

Bصورتي در چه  -1 Aآيا بايد هيچ عضو  ؟B در A نباشد؟ 

A 

B



 
Aآيا اگر -2 Bي ، مي توان نتيجه گرفت كه هر دو رابطهBA و AB   رخ

 برعكس چطور؟ دهند؟مي

Aآيا اگر  -3 B مي توان نتيجه گرفت كه دست كم يكي از دو حالت ،B A  يا
A B يكي از دو حالتآيا همواره دهد؟ رخ ميA BياB A  رخ             

 ؟دهدمي
 

Aهاي ، عبارتAآيا براي هر مجموعه چون  -4 A وA  مجموعه زير در تعريف
 چطور؟گنجند؟ مي

 
Xكنيد كه اگرچطور استدلال مي -5 YوY Z  آنگاه? X Z 

 
ي ديديم كه براي هر مجموعه. كنيم، مفاهيم جديد زير را معرفي ميپانوشتبا توجه به        
Aداريم ،A  دلخواه A  وA .  

  
  

   تعريف   9.1.2

B اگر             A Bولي    Aگوييم كه ، ميB حقيقي( ي سرهزيرمجموعه،  
                                                                          نويسيماست و مي A) واقعييا  داكي، محض           

AB  ياAB

  

  
  

  .اعداد است در>  با  شبيه به تفاوت  و  تفاوت نمادهاي 

Bاگر        A  وB گوييم كه، مي B ي ناتهيزيرمجموعه A است، اگرB A،  
------------------------------------------  

،  Aي غير تهياز حذف برخي از اعضاي مجموعه ي دبيرستان آمده است كه هاي درسي دورهدر يكي از كتاب      
هاي اين تعريف را با تفاوت .ناميممي Aي ها را زير مجموعهآيند كه اين مجموعههاي ديگري به دست ميمجموعه

 .تعريف داده شده در اين بخش به بحث بگذاريد
B  و AB كه  مگويي، گاهي ميB ي نابديهيزيرمجموعه A  است؛ شايد بهتر باشد  



  .است A يناتهي و سره يمجموعهيرز  Bبگوييم كه
  

   ي توانيمجموعه   
اي ديگر باشد و تنها تواند عضو مجموعهممكن است چنين تصور شود كه يك مجموعه نمي      
عدد،  مشخص، چون كنيم كه هر شئولي، يادآوري مي. اي باشدي مجموعهتواند زيرمجموعهمي

براي مثال، . ي ديگر، مي توانند عضو مجموعه باشندهاحتي مجموعهانسان، حرف، كلمه، و 
    ,5, ,A x x y اي با سه عضو مجموعه x ،5 و ، ,x y آن خود  است كه دو عضو

توجه كنيد كه گرچه . اندمجموعه ,y x y  و ,x y A  وليy A به عنوان مثالي ،
ديگر  , aهمچنين ،. انداي با دو عضو است كه هر دو عضو آن مجموعهمجموعه  

  .ي تهي استاي تك عضوي است كه تنها عضو آن مجموعهمجموعه
  

  تعريف   11.1.2
  ازاي مجموعه اي خود يك مجموعه باشد، آن رااگر هر عضو مجموعه               

  .گوييممي هاجموعهم             
     

اي از هاي غير بسيط، به ويژه مجموعها مجموعهبتجربه نشان داده است كه گاهي مبتديان       
براي تاكيد، اين نوع . پس دقت و توجه بيشتري لازم است. شوندمي مانوس ها، ديرترمجموعه
  .دهيممي نمايش . . .،A،Bها را با نمادهاي تحريري مجموعه

  

  بحث در كلاس   12.1.2
درستي يا نادرستي عبارت  -1    را به بحث بگذاريد. 

 
نيز  Aي مجموعهكه هر عضو آن زيربنويسيد  A اي سه عضوي چونمجموعه -2

 .بگيريد را A  يك عضو!) كمي بيشتر تلاش كنيد! (باشد
 



اي مجموعه Aفرض كنيم . هاي از نوع تعريف زير را بسيار به كار خواهيم بردمجموعه      
  :دلخواه است

  

     تعريف   13.1.2
  ناميم و آنمي A ي توانيمجموعهرا  Aهاي ي زيرمجموعهي همهمجموعه               

را با نماد                AP پس . دهيمنمايش مي  
   A X X A P  

  
عضو  و  Aكه  توجه كنيد AP هستند.  

  

   بحث در كلاس   14.1.2
aA}{فرض كنيد -1  .هايمجموعه AP  و  AP P را مشخص كنيد. 

 

فرض كنيد -2 A   .هاي مجموعه AP و  AP P را مشخص كنيد .
 !مقايسه كنيد 1 الؤهاي سرا با پاسخي خود هاپاسخ

 
هر . هايي يك، دو، و سه عضوي باشند، به ترتيب، مجموعه1A،2A،3A فرض كنيد -3

هاي يك از مجموعه 1AP، 2AP ، 3APد؟ نشان دهيد كه چند عضو دار
عضو باشد، آنگاه nداراي  Aاگر  AP  2دارايn يكي از دلايل . (عضو است

 !)ي تواني همين استنامگذاري مجموعه

 

  خانواده 
اگر به هر دليلي عضوهايي تكرار . ها مجاز نيستقرارداد كرديم كه تكرار عضو در مجموعه      

 به جاي مجموعه، ي حاصل راكنيم، دسته ثبتتعداد تكرارشان  ها را بهشوند و بخواهيم آن
  تر به عبارت دقيق. ناميممي خانواده



  تعريف   15.1.2
   .ناميممي خانواده، اي از اشياي مشخص را كه لزوماً دو به دو متمايز نيستنددسته                 
  
گاهي لازم است اشياي . گيردمفهوم مجموعه را نيز دربر مي ،روشن است كه مفهوم خانواده      

 انديسداربزنيم يا به زبان رياضي  سبچبر مجموعهيك يك مجموعه يا خانواده را با اعضاي 
  .كنيم

  

   تعريف 16.1.2
iرهيك مجموعه است و متناظر با  Iفرض كنيم                I شي ،ia ايندر .وجود دارد  

                                                                              نمايش  ي بهصورت خانواده              
 i i I

F a


  
  .ناميمهاي آن ميي انديسرا مجموعه Iو اي انديسدارخانوادهرا               

    
:توانيم مثلاً با خودش انديسدار كنيمرا مي Aي مجموعه هركنيم كه توجه مي      
AaaxA  axكه در آن }{ a .تر نگران نباشيد به مرور برايتان روشن. قدري پيچيده شد

   .مي شود
  

  راسلپارادكس    17.1.2
اگر . از مطالب قبلي باشد تررك مطالب زير ممكن است براي برخي از شما قدري مشكلد      

 به مرور درك ،)نويسندگان اين كتاب نيز مانند شما بودند(اول متوجه نشديد، نگران نباشيد  بار
  .بهتري از آن به دست خواهيد آورد

  ال را به بحث بگذاريم كه خواهيم اين سؤمي      
  

  ناميد؟ مجموعه توانرا ميها ي مجموعههمه يدستهآيا 
  
  



   كلاس بحث در   18.1.2
در . بناميم ها راي مجموعههمه يمجموعه ال بالا مثبت باشد وؤس به پاسخ مفرض كني      

  اين صورت 
 X X X  R  

  
است كه به  Xهايي چون ي مجموعههمه يمجموعه Rرگديبه عبارت . نيز بايد مجموعه باشد
  :سخ دهيداپهاي زير الؤبا كمي تلاش، به سحال  !خودشان تعلق ندارند

  
Rآيا  -1 R؟ يعني آيا R ي در شرط معرف مجموعهRصدق مي كند؟! 

  
Rآيا -2 R؟! 

 
نتيجه . معروف است پارادكس راسلچه پارادكسي حاصل مي شود؟ اين پارادكس به  -3

 .در نظر گرفت  يدسته را نمي توان براي مجموعهي بگيريد كه واژه
 

  ي مرجعمجموعه   19.1.2
ولي وقتي موضوع . توان مجموعه ناميدرا نمي ءي اشياهمه يدسته ،بالابا توجه به مطالب        

-براي مثال، گياه. ي مشخص مورد نظر هستنداكنيم، عضوهاي مجموعهخاصي را مطالعه مي

 اري به برج آزادي يا، كنند و مثلاًكي گياهان را مطالعه ميشناسان عضوهاي مجموعه
مورد  ي مرجعمجموعهي گياهان گوييم كه مجموعهدر اين صورت مي. ملانصرالدين ندارند

عنوان مثالي ديگر، ممكن است در مبحثي از رياضيات تنها اعداد  به. شناسان است هبحث گيا
 Zدر اين صورت . صحيح مورد بحث باشند و به اعداد كسري يا به گياهان كاري نداشته باشيم

هاي مرجع مجموعه بنابراين،. گيريممورد بحث در نظر مي ي مرجعمجموعهرا به عنوان 
  . خاص بايد مشخص شودمتفاوتي وجود دارند كه در هر بحث 

  
  
  



  بحث در كلاس   20.1.2
 باشد كافي است؟ ه اندازهي مرجع بايد خيلي بزرگ باشد؟ چآيا به نظر شما مجموعه -1

 

هاي آيا مجموعه -2 1, 2,3,..., و20 , , ,...a b c z ي مرجع بحث مي توانند مجموعه
 معيني باشند؟

  
  
  

  تعريف   21.1.2
  هاي يكزيرمجموعه بحث، هاي موردكنيم كه مجموعههميشه فرض مي ن پساي از               

                      . هستند) Mگاهي ( Uنمايشبه  ي مرجعمجموعه مجموعه به نام                
  
، ي عاممجموعه: اند ازروند عبارتمرجع به كار مي يهاي ديگري كه براي مجموعهصطلاحا      

  .، و از اين قبيلسخن عالم، جامع، جهاني، مادر ،اصلي
  

، اين بخشهاي براي حل كردن تمرين تلاشها را بالا بزنيد و با حال نوبت شماست كه آستين
به آساني  هابسياري از اين تمرين. هاي خود را تقويت كنيدكاملاً موفق نشديد، آموختهحتي اگر 

  .حل مي شوند
  
  
  
  
  
  
  



  اجتماع و اشتراك    2.2
  
هاي در بخش قبل، پس از معرفي و شناختن مفهوم مجموعه، توانستيم با معرفي مفهوم      

  . ي داده شده بسازيممجموعههاي جديدي از يك ، مجموعهي توانيمجموعهو  زيرمجموعه
- مجموعه ي ازيدهاي جدها و ابزارهاي ديگري براي ساختن مجموعهاين فصل، روش يدر بقيه

پس، . ايدبا اين اعمال در دبيرستان به صورت شهودي آشنا شده. كنيمهاي داده شده معرفي مي
باشد كه ضمن  اين بايد شماو  سعي مامطابق معمول اين درس و دروس ديگر دانشگاهي، 

                  فعالانه واردفاهيم و مطالب، م خاطر سپردنو علاوه بر به يمانهاتقويت دانسته
  و  بازي شويم

  
  !انديشه ورزي كنيم

  
  عمل اجتماع 

مثل اين است كه اشياي دو پاكت را در يك پاكت  اجتماعبه بيان ساده و غير رسمي، عمل    
  به زبان رياضي . بريزيم، و قرارداد عدم تكرار عضو در مجموعه را اعمال كنيم

  

   تعريف   1.2.2
يا ( Bيا به  A هايي است كه بهوي عضي همهمجموعه B و A هايمجموعه اجتماع            

A نماد با مجموعه را اين. تعلق دارند) دو هربه  B خوانيمدهيم، و مينمايش مي  

A   اجتماع B.  

  

اگر از شما بخواهيم كه، براي مثال، اجتماع       1, 2,3A   و 3, 4,5B  ،را پيدا كنيد
نويسيدمي راحتيشك نداريم كه به 1, 2,3, 4,5A B .  



براي . توجه كنيم به اين عمل بيشتر هاي مجرد مربوطها و مسئلهكنيم به قضيه پس سعي
 را به روش شرطي بنويسيد، B و Aمثال، تمرين كنيد كه بتوانيد روش انشايي تعريف اجتماع 

يعني عبارت ...,...A B x 
 

 .را كامل كنيد

كه قبلاً نيز گفتيم، گاهي معني لغوي  طورهمان. دو نكته در تعريف اجتماع قابل توجه است    
اين يا گوييم اي وقتي ميدر زبان محاوره. ها متفاوت استآنرياضي و متداول كلمات با تعبير 

. تواند باشدنيز مي هر دو آن دو است، ولي در زبان رياضي از تنها يكيمعمولاً منظور  آن
  مينويسپس، مي. است " " رود به صورتدر رياضيات به كار مي يا نمادي كه گاهي به جاي
x Bاي x A )يا هر دو(  A B x   

     x x A x B     

اگر . در تعريف انشايي اجتماع است همهي است، كلمه بياني مهم ديگري كه لازم به نكته      
و  Aهاي اجتماع مجموعه :بنويسيم هاي دبيرستاناز كتاب ياين كلمه را ننويسيم و مانند يك

B است كه اعضايش متعلق به ) توجه كنيد "اي"به ( ايمجموعهA  وB آنگاه ،باشند، 
ي مجموعه ثالمبراي  2,3ي ديگر، و البته ، و چند مجموعه 1, 2,3, ، در شرط داده ,4,5

شده در اين عبارت براي  1, 2,3A و 3, 4,5B  ؟ از اين طور نيست! كنندصدق مي
   كنيم كه بايد دقت كنيم كه در رياضياتيادآوري مي 1فصل

  .باشد مانع و جامع تعريف بايد

Aنمايش تصويري        B با نمودار ون به صورت زير است 

  
  B      A 

  

  

 

A B است سايه زدهي ناحيه.  



  بحث در كلاس   2.2.2
اجتماع  -1  ,A     و   , , ,B      را پيدا كنيد. 

 
اجتماع  -2 A x 2 x 5    Z  و 2B x x  Z درا بيابي. 

 
عضوهاي تعيين بدون -3 2 4 5 0A x x x    Z و

 22 5 3 0B x x x    Z ،1كه  دهيد نشان, 1 A B    ولي
2 A B . 

  

  هاي عمل اجتماعويژگي
  
ها را كه حاصل تعريف هاي ديگر آنگيژشوند، لازم است ويجديدي معرفي ميوقتي اعمال       

اگر چه گاهي اثبات . كار ببريمها را بههستند، بررسي كنيم تا بهتر بتوانيم در مباحث مجرد آن
آيند سرراست و آسان است، مي) نتيجه، يا قضيه، لمكه تحت عنوان (ها درستي اين ويژگي

به عنوان تمرين حل كنيد،  ها راشما برخي از آن .بعدي لازم استي استفادهها براي آوردن آن
  .را در خود تقويت كنيد فن نوشتن تا
  

    قضيه   3.2.2
,فرض كنيم              ,C B A در اين صورت، داريم. هايي دلخواه هستندمجموعه  
A) الف(            A A  )خودتواني(  
A) ب(           B B A  )تعويضپذيري(  
) )پ(          ) ( )A B C A B C    )شركتپذيري(  
A) ت(          A  ) ويژگي(  
A) ث(         M M  )ويژگي M(  

  



    اثبات
   .سرراست هستندهمگي 

      
دهد كه حاصل اجتماع زم به ذكر است كه ويژگي شركتپذيري اجتماع نشان ميلا  

A B C  قراردادن پرانتزها است و معمولاً هيچ پرانتزي در اين عبارت ي مستقل از نحوه
  .نويسيمنمي

  

  با  ارتباط 
اهميت دارد، بررسي  ،با ترتيبو  اصلي، اعداد ارتباط بين چهار عملدر كه  طورهمان      

- در زير ويژگي. اهميت دارد ،ها تعريف خواهيم كردروي مجموعهارتباط بين اعمالي كه به مرور 

  .كنيممطالعه مي هاي عمل اجتماع را نسبت به 
  

- همتاي آن را به كرات در اين درس و درس. ي زير آموزنده استصورت و اثبات قضيه    

اجتماع  ييژگي مشخصهو اين قضيه در واقع. خواهيد ديد ،براي مفاهيم مختلف ،هاي ديگر
مجرد ي هئاين نوع ارا. دهده ميئجتماع اراااست، به اين معني كه حكمي معادل با تعريف 

  .ناميد تعريف براساس ويژگيتوان تعريف را مي
  

  قضيه   4.2.2
Aي مجموعه                    B ي شامل كوچكترين مجموعه A  وB  است؛ به عبارت ديگر  

A )الف(             B اي شامل مجموعهA  وB  است، يعني,A B A B و  
A,باشد، يعني ) الف(اي با ويژگي هر مجموعه C اگر )ب(                  B Cآنگاه ،   A B  

Aاست، يعني   C چكتر ازكو                  B C .  

  
   اثبات



است و  Bو A شامل  Cفرض كنيم . توجه كنيد )ب(به اثبات . روشن است )الف(حكم 
x A B  .دهدتنها دو حالت زير رخ مي:  

  
  

Aزيرا (                   C(  
                    

Bزيرا (                   C(  
 

Aدر نتيجه     B C .  

راست اثبات آن سر. تعريف كرد توان با استفاده از را مي دهد كه ي زير نشان ميقضيه   
  .است

  

   قضيه   5.2.2
           A Bاگر و تنها A B B .  

       
يا با آن  كندحفظ ميرا به اصطلاح  يكند كه عمل اجتماع رابطهي زير بيان ميقضيه      

  .است سازگار
  

  قضيه   6.2.2
  .درست است هميشهي زير گزاره            

 ,A C B D A B C D       
  
  
  

يѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧا

.

.

x A x C

x A B

x B x C

  
   
   



  بحث در كلاس   7.2.2
همواره درست هستند؟ اگر حكمي دو طرفه نادرست است، كدام ) ها(هاي زير كدامبارتعاز 

  طرف آن نادرست است؟
A.  )الف( B A C B C      

C.  )ب(     A B C A C B       
C.  )پ(     A B C A C B       

  
  عمل اشتراك

عمل دست آورد، ها انجام داد و مجدداً مجموعه بهمجموعهتوان با عمل ديگري كه مي      
  .نام دارد مقطعيا  اشتراك

 

    تعريف   8.2.2
  عضوهايي است  كه به هر دوي همه يمجموعه Bو  Aهاي مجموعه كاشترا            

Aاين مجموعه را با . مجموعه تعلق دارند             B خوانيم دهيم و مينمايش ميA  
  .B اشتراك             

  
  در نمودار ون داريم

  

  

  

                        A Bاست سايه زدهي ناحيه.  



. آوريمها را ميبا اين حال آن. هاي عمل اجتماع استهاي اين عمل همتاي ويژگيگيويژ      
برايتان  ،ابتدا بايد بگوييم كه پيدا كردن اشتراك دو مجموعه كه عضوهايش داده شده باشند

عبارت بحث، ي قبل از ادامه. شويمموارد مجرد متمركز مي است، پس روي آسان

 ......A B x  را كامل كنيد.  

در تعريف انشايي اشتراك  همهي كلمه طور كه در قسمت عمل اجتماع نيز گفتيم،همان      
 Bو  Aي اشتراك دو مجموعه در همان كتاب دبيرستاني آمده است كه. اهميت است نيز با

تعلق داشته  Bو  Aي است كه اعضايش به هر دو مجموعه) توجه كنيد "اي"به ( ايمجموعه
   )چطور؟( كنداين نيز ايجاد شبهه مي. باشند

 

   بحث در كلاس   9.2.2
 .را براي عمل اشتراك نيز حل كنيد 2.2.2 بحث در كلاس 2 و 1بندهاي  -1

 

هاي بدون تعيين عضوهاي مجموعه -2 2 4 5 0A x x x    Z و

 2 1 0B x x   Z 1، نشان دهيد كه A B   0,1و A B . 

 
 .را براي عمل اشتراك بنويسيد 6.2.2، و 5.2.2، 4.2.2 هايضيهق همتاي  -3

 

   هقضي   10.2.2 
  .داريم A ،B، Cدلخواه  هايبراي مجموعه               

   )هاي جذبويژگي)  (الف(              

ABAA

ABAA




)(

)(  

  )هاي توزيعپذيريويژگي( ) ب(            



     
     

A B C A B A C

A B C A B A C

     

       

     اثبات
ABAبا توجه به اينكه  )الف(  شودات ميبثاحكم اول  ،5.2.2ي و با استفاده از قضيه .

  .استحكم دوم مشابه 
CABAAاز آنجا كه  )ب(  ,، CACCB  ، و

BABCB  ،كه گيريم نتيجه مي)()()( CABACBA  .
)()(كنيم ،  فرض مياين رابطه براي اثبات عكس CABAx  .در اين صورت اگر

Ax  آنگاه)( CBAx  و اگر ،Ax آنگاهBx  وCx . در نتيجه
)( CBx  . باز هم پس)( CBAx  شده است اثبات و حكم تساوي اول .  

دومي را از اولي نتيجه  :ديگري نيز وجود داردالبته راه . اثبات تساوي دوم مشابه اولي است      
  )چطور؟(بگيريد 

  

  تفاضل و متمم   3.2
  .هستند متمم گيریو  تفاضل ها انجام داد،توان با مجموعهدو عمل اساسي ديگر كه مي

  

   تعريف   1.3.2
  تعلق Bاست كه به  A ي عضوهايي ازهمه Aي از مجموعه B يمجموعه تفاضل         

 .B منهاي Aخوانيم دهيم و مينمايش مي  A\Bيا  A-B اين مجموعه را با. ندارند             
  

  .نمودار ون متناظر به صورت زير است

  

  



      A  B                                  A  B 

 

  

  

B\A است سايه زدهي ناحيه                        A\B  است سايه زدهي ناحيه  

- ي ما كمي متفاوت باشد، توجه بيشتري را ميچون اين عمل ممكن است با تصور اوليه      

براي مثال، اگر . طلبد 1, 2,3, 4A و 1,3, , ,B a b c آنگاه ،  

 \ 2, 4A B   و \ , ,B A a b c  

كه  موثرند  Yتنها آن عضوهايي از Xي از مجموعه Yي كنيم كه در تفاضل مجموعهملاحظه مي
. كاري نداريم Yي عضوهاي شوند و با بقيهحذف مي Xنيز هستند و تنها اين عضوها از  Xدر 
  X يزير مجموعه Yلزومي ندارد كه   X از Yي ديگر اين است كه براي تعريف تفاضل نكته
  .باشد

  

  در كلاس بحث   2.3.2
 .را به روش شرطي بنويسيد Aاز  Bروش انشايي تعريف تفاضل  -1

 

ي مجموعه -2    , \  را بيابيد. 
 

فرض كنيد  -3 2 8   NC x x  و 4  ZD x x .درستي يا 

3 نادرستي \ ,9 \ ,5 \C D C D C D    . را بررسي كنيد 

  



 را در برخي. عمالي كه قبلاً ديديم بسيارنداهاي عمل تفاضل و ارتباط اين عمل با ويژگي      
ها چندان ضروري ي آنگرچه به خاطر سپردن همه. آوريممرين ها ميت زير و تعدادي را در

-برخي از اثبات. ها تمرين خوبي برايتان استآن از نيست، ولي تلاش براي اثبات كردن برخي

يگر را دهاي همكلاسي هايتان مقايسه كنيد و ببينيد آيا زبان رياضي يكباتهاي خود را با اث
  !دهيد نمرهكنيد؟ آيا اثبات هاي يكديگر را قبول داريد؟ شايد حتي به هم درك مي

   

   قضيه   3.3.2
  داريم Bو  Aبراي مجموعه هاي دلخواه             
  )الف(             . \ \A B A B A   

)ب(               . \ \A B B A   
 )پ(                   . \ \ \A B B A A B A B     
)ت(                 . \ \A B A B A B B A      

 

    اثبات
 .شما نيز يكي را انتخاب و اثبات كنيد .كنيمرا اثبات مي )پ(حكم 

عضوي از طرف راست آن است، و بر  ،)پ(عبارت  بايد ثابت كنيم كه هر عضو طرف چپ      
توانيد شما نيز اوايل كار چنين كنيد، ولي بعدها مي. آوريماين اثبات را به تفضيل مي. عكس
 .بنويسيد ترها را خلاصهاثبات

  
كنيم  فرض )يك(      \ \x A B B A  . بنا به تعريف اجتماع، دو حالت\x A B 
x\يا  B Aدر حالت . رخ مي دهد\x A B داريم ،x A وليx B . بنابراين
BAx   وليBAx  )(در نتيجه ) چرا؟(\)( BABAx  . به همين

x\روش از حالت دوم  B A  نيز نتيجه مي گيريم كهx پ(ف راست عبارت رمتعلق به ط( 
 .است

  
)(\)(كنيممي فرض حال )دو(    BABAx . تعريف تفاضل، داريم  ربنا ب

x A B   وليx A B  .ازx A B   دو حالتx A  ياx B  و از



x A B   نيز دو حالتx A  ياx B 2بنابراين بايد . شوندنتيجه مي 2 4  حالت 
"x A  وx A"،  "x A  وx B" ،"x B  وx A" و ،"x B  وx B" 

  كنيم مي پس فرض. دهندآخر رخ نمي حالت و روشن است كه دو حالت اول. را در نظر بگيريم
"x A وx B"  كه در نتيجه\x A B  و لذا   \ \x A B B A  . به همين

x"صورت، از حالت  B  وx A"  بنابراين، در هر . شود نهايت همين نتيجه حاصل ميدر
  .است و حكم اثبات شده است )پ(چپ عبارت متعلق به طرف  xحالت 

  

  بحث در كلاس   4.3.2
A\روشن است كه  A  .ي آيا اين حكم معادل تعريف مجموعه است؟  

  

 متمم مجموعه 
ي مرجع است و مجموعه Mفرض كنيم . اين عمل حالت خاص عمل تفاضل است      

A M.  
  

   تعريف   5.3.2
M\ يمجموعه             Aعضوهاي ي ، يعني همهM  كه درA  متممنيستند، را A مي  

  .نشان مي دهيم CAيا  Aناميم و با             
  

A\با توجه به ارتباط تعريف متمم با تعريف تفاضل، گاهي تفاضل        B متمم نسبيرا B 
B\، و Aدر  M B   نامندنيز مي متمم مطلقرا .  

   بحث در كلاس   6.3.2
A\آنجا كه از  M A هاي عمل تفاضل گيري حالت خاص ويژگيمتممهاي عمل ، ويژگي

  .احكام زير را اثبات كنيد. است 
  

1- M  وM   . 



2-  A A  كه در آن ، A A  است  توانخودم گيري م؛ يعني عمل مت. 
 
A راگ -3 B آنگاهB A ي؛ يعني عمل متمم گيري رابطه كندرا عكس مي. 

 
4- \A B A B  . رض دانستن تعريف متمم استفاين حكم،  تعريف تفاضل با. 
  

هاي به تجرد كمتر مفهوم متمم نسبت به مفهوم تفاضل، در كتاب، و با توجه رو از اين      
  .شودمفهوم متمم قبل از تفاضل تعريف مي) دبيرستاني( مقدماتي

   
،  يعني "گيژتعريف براساس وي" ومسحكم در واقع . ي زير بسيار آموزنده استقضيه      

 .ه مي كندئها، براي متمم ارابدون اشاره به عضو مجموعهتعريفي 
 
 

   قضيه   7.3.2
  داريم Bو  Aهاي براي مجموعه             
A)الف(              A    و اگرA B   آنگاه داريم ،B A ؛ يعنيA  

Aمجموعه با ويژگي  بزرگترين              A   است.  
MAA)ب(               Aو اگر  ' B M  آنگاه ،A B يعني ؛A كوچكترين 

Aگيژمجموعه با وي A M  است.  
Aداشته باشيم Bچون  ايمجموعه براي اگر )پ(              B   وA B M  آنگاه

B A ؛ يعنيA هاي با ويژگيA A   وA A M  كه در بندهاي ،
  .آمدند، منحصر به فرد است )ب(و  )الف(

  
  اثبات

 )الف(حكم . ابتدا توضيحات داده شده در احكام قضيه را به كمك استاد درس به بحث بگذاريد
  .كنيمكنيم و بقيه را به شما واگذار ميرا اثبات مي

  
Aيعني  ،)الف(براي اثبات قسمت اول بند      A  ، حكم،كنيم، بر خلاف فرض مي 

A A    و لذا عضوي چونx  درA A پس بايد . وجود دارد"x A  وx A" ،



x"يعني  A  وx A" پس فرض . كه يك تناقض استA A    ،نادرست است
Aيعني بايد  A  .  

A، بايد از )الف( براي اثبات قسمت دوم حكم    B   نتيجه بگيريم كهB A .فرض 
xكنيم مي B .كه كنيممي ادعاx A . بايداگر چنين نباشد، آنگاهAx  و لذا از

x B و x A بايد ،x A B   از اين رو . ، كه تناقض استB A.  
  

  .معروف اند قوانين دمورگانزير به ي احكام قضيه       
  

  )قوانين دمورگان( قضيه   8.3.2
  ، داريمBو  Aهاي دلخواه مجموعهبراي              

)'('' )الف(             BABA      

 )ب(             A B A B    .  
  

  اثبات
  .ي زير را بنويسيدمرحلهدليل هر . نويسيمتر ميها را كوتاهبه مرور اثبات )الف(

               'x A B x A x B         

 

x A x B

x A B

x A B

   
  

  

  

  )چطور؟(اثبات شده است  )الف(حكم  ،بنابراين
  
گرچه ممكن است درك آن . توان به صورت بالا يا به روش زير اثبات كردرا مي )ب( حكم      

  .كندجديد معرفي ميهوشمندي بيشتري بخواهد، ولي ترفند 
   

 Bو  Aي دلخواه درست است، به ويژه برايبراي هر دو مجموعه )الف(از آنجا كه حكم       
  پس. نيز برقرار است



      )چرا؟( A B A B A B         
  داريم. گيريمحال از دو طرف اين تساوي متمم مي

   A B A B      
م گيري، يعني مكنيم كه خودتواني عمل متملاحظه مي) چرا؟( دهدرا نتيجه مي )ب( كه حكم

A A در اين اثبات بسيار با اهميت است ،.  

  
  تفاضل متقارن

. دهيمها ادامه ميمجموعه متقارنتفاضل اين بخش را با معرفي عمل ديگري به نام     
A\اجتماع دو تفاضل  Bو   A خواهيم دهيد كه تفاضل متقارن B و\B A است و ويژگي -

مانع  ايهدر زبان محاور ياي كنيم كه واژهيادآوري مي. هاي تفاضل داردهايي بهتر از ويژگي
بر  تواند هر دو حالت مورد بحث را دركه در رياضي چنين نيست و مي جمع است، در حالي

  .در زبان محاوري توجه دارد ياتفاضل متقارن به . گيرد

  تعريف   9.3.2
  يا  Aي عضوهايي است كه به ي همهمجموعه Bو  Aهاي موعهمج فاضل متقارنت            

           B آن را به صورت  .ولي نه به هر دو تعلق دارندA B ) ياA B� (دهيمنمايش مي .  
  

  .نمودار ون زير گوياي اين تعريف است

    

  

                       

A B  است سايه زدهناحيه.  



  بحث در كلاس     10.3.2
تفاضل متقارن  -1 1, 2, a  1,5,b را بيابيد. 

 
Aي مجموعه -2 B  را با استفاده از هر سه عمل اجتماع، تفاضل، و اشتراك

 .بنويسيد
 

A يمجموعه -3 Bتفاضل و اجتماع بنويسيد و ادعاي را تنها با استفاده از دو عمل 
  .خود را اثبات كنيد

 

   بحث در كلاس   11.3.2
ي نشان دهيد كه مجموعه. تعريف بر اساس ويژگي: ايدنيز ديده  حتماً اين حكم را قبلاً

X A B  ابتدا حكم را به ( .كندصدق ميكه در تساوي ؟؟ اي است مجموعه كوچكترين
  ).بنويسيد................. مانند  )ب(و  )الف(صورت 

  
  .را نشان مي دهد عمل  يسهاي اساي زير برخي از ويژگيضيهق

  

  قضيه   12.3.2
  ، داريمA،B ،C  هاي دلخواهبراي مجموعه            
 )الف(                  .A A   
A. )ب(                  A    
 )پ(                  .A B B A    
 )ت(                     .A B C A B C      
 )ث(                     .A B C A B A C       

  

   اثبات



-ولي سعي مي. اثبات كرد ،داديمكه تاكنون انجام مي ،توان به روش عضو گيرياين حكم را مي

  .هاي اعمال ديگر استفاده كنيمكنيم از ويژگي
  )الف(   

   \ \A A A

A A

    

     

 
  

 )ب(      \ \A A A A A A        
  .سر راست است )پ(   
به . وقت خود را در كلاس نگيريد. قدري طولاني است )ث(و  )ت(مراحل اثبات احكام        

  .ها رجوع كنيدتمرينها در حل آن
  

  تعميم اجتماع و اشتراك
قسمت پاياني بخش،  اين در. مجموعه را آموختيم اعمال اجتماع و اشتراك دو يا تعدادي متناهي

مجموعه  A  فرض كنيم. دهيمتعميم مي) نامتناهييا  متناهي(اين اعمال را به تعدادي دلخواه 
  .ها باشداي متناهي يا نامتناهي از مجموعه) يا خانواده(
   

  تعريف   13.3.2
  به نمايش، A  اجتماع                  A يا

A
A




A
  ي عضوهايي استي همه، مجموعه 

   .تعلق دارند A ي ههاي خانوادكه دست كم به يكي از مجموعه              
  

  بحث در كلاس   14.3.2
  :روش انشايي تعريف بالا را به روش شرطي بنويسيد -1

  
 ......

A

xA


 
A

A  

 .را تعريف كنيد Aي مشابه تعريف بالا، اشتراك خانواده -2



 ......
A

xA


 
A

A  

ي مجموعهاجتماع و اشتراك  -3  , 1
n N

n n


 A را بيابيد. 

كنيم كه اگر توجه مي       i i I
A


A توانيم ها باشد، مياي انديسدار از مجموعهخانواده

  بنويسيم

 

 

,

,

i i
i I

i i
i I

A x i I x A

A x i I x A





    

    









A

A
  

iمبتديان گاهي به غلط مثلاً به جاي  
i

A



I

    نويسندمي  

1 2 .....A A   

برابر بـا   Iها يعنيي انديسالبته اگر مجموعه 1, 2,..., n     يـا برابـر بـاN   تـوانيم  باشـد، مـي
  بنويسيم

  

  .ها باشيممراقب نماد گذاريپس . و به همين صورت براي اشتراك

  

  بحث در كلاس   15.3.2

حدس بزنيد . است M يزيرمجموعه iAيمطابق معمول، فرض كنيد هر مجموعه -1
i

i

A

  وi

i

A

 يكي . ( هايي هستندچه مجموعهM  و ديگري است.( 

1 2

1 2

1

1

...

...
i

ni

i

n

i

A

A

A A A

A A










 

   

  

A

A



 

هاي مجموعه. مجموعه است Xفرض كنيد  -2 XP  و XP  را مشخص
 . كنيد

  
  

  ضرب و همضرب   4.2
 عملها انجام داد و حاصل آن يك مجموعه باشد، توان با مجموعهرا كه ميديگري عمل       

اين عمل قدري با اعمال . ، معروف استيدكارتضرب  ي آن،است كه به نام ابداع كننده ضرب
 يرا يادآور مرتب جفت يا زوجبراي معرفي اين عمل، ابتدا بايد مفهوم  . ديگر متفاوت است

ي با اين مفهوم نيز از قبل آشنا هستيد و حالت خاصي از آن را براي نمايش صفحه. كنيم
ي مجرد اين مفهوم، چند نكتهي معرفي مجدد به بهانهاز اين رو، . ديامختصات به كار برده

  .كنيمرياضي را بيان مي

  

  تعريف    1.4.2
"عبارت"             ,a b  نه لزوماٌٌٌ(از دو شي  بتدوتايي مر يا ،جفت ،زوجرا 

  
  :زير تعريف مي شود مولفه اي به صورت هاتساوي آنكه ناميم مي b  و a  )متمايز             

                               , . *a b c d a c b d      
 

ندهيم، مشكلي در به كاربردن آن نخواهيد  عبارتي اين اگر حتي هيچ توضيحي درباره      
طور كه بدون آگاهي دقيق علمي نداشتيد؛ همان ي دبيرستان،، در دورهداشت، و قبلاً نيز

مطالب زير  ولي خواندن. براي تشخيص آن نداريد از تعريف رنگ سبز يا آبي، مشكلي) فيزيكي(
  . مفيد است



هايي كه نيز ديديم، در رياضيات به چنين جمله مجموعه كه در معرفي مفهوم طورهمان      
گوييم و نه مي ))a,b(عبارت (يا نمادگذاري  مرتب جفت يواژه توصيفآمده صرفاً  در كادر بالا

را به كمك مفهوم مجموعه به صورت  مرتب جفت مفهوم كوراتوفسكي. دقيق علمي آن تعريف
  :كندزير تعريف مي

  

  تعريف   2.4.2
به نمايش  مرتب جفت           ,a b عبارت است از  

      , , .a b a a b  

دهد كه تعريف كوراتوفسكي داراي ويژگي ي زير نشان ميقضيه   *است.  

  

  قضيه   3.4.2
  .تعريف كوراتوفسكي داراي ويژگي زير است          

   , ,a b c d a c b d      

  
  اثبات 

aروشن است كه اگر  c  وb d آنگاه ،  
  

           , , , , ,a b a a b c c d   
  

، فرض كنيم، با توجه به تعريف كواتوفسكي، برعكس      , ,a b c d يعني ،

         , , , ,a a b c c d .دهدحالت زير رخ مي دو.  



aكنيم فرض ):1 حالت(      b. صورت، اين در   .a a b نتيجه  در و

    ,a b a حال چون . اي تك عضوي استمجموعه   , ,a b c d نتيجه ،              

ي كوراتوفسكي معرف گيريم كه مجموعهمي ,c d   يعني    , ,c c d  نيز تك عضوي

پس . است   ,c c d  و لذاc d . حال تساوي   , ,a b c d  به اين معني است كه
   a c و در نتيجهa c. س پb a c d  .   

.فرض كنيم   :)2حالت ( ba اين صورت، در}{},{ cba  .در نتيجه},{},{ dcba ،
dc   و}{}{ ca  .پسca  .حالca و ،},{},{ dcba در نتيجه ،db   و

   . است شده  اتبثاحكم 
  
شدند، از اين پس  هاشيايي موج ،هاي مرتبجفتكوراتوفسكي، تعريف حال كه با توجه به       

گذاريم و صرفاً از نماد مي تعريف كوراتوفسكي را به حاشيه ,a b  و ويژگي *  استفاده 
  .كنيممي
  

   تعريف   4.4.2
Aرا با  Bي در مجموعه Aي مجموعه) دكارتي( ضربحاصل            B نمايش 

  .كنيمدهيم و آن را به صورت زير تعريف ميمي            
  , ,A B a b a A b B     

  
  

  بحث در كلاس   5.4.2
Aدر هر يك از حالت هاي زير،  B وB Aرا مشخص كنيد.  

aA}{   )الف(   و}{bB .  
A   )ب(  وB باشد )تهي يا ناتهي( دلخواه.  
   )پ( 1, 2A B .  
  



هاي يكي از نمايش. ها را شايد نتوان به خوبي با نمودار ون نمايش داداين عمل مجموعه   
مي ي مختصات دكارتيي آن از نمايش نقطه در صفحهها كه ايدهمجموعهضرب متداول حاصل

  .آيد، به صورت زير است

                      A B       
 AAَ B  

  
  

  A           

  كلاس حث درب   6.4.2
 .هاي زير را در دستگاه مختصات دكارتي نشان دهيدمجموعه -1

  )الف(   1, 2 3, 4  
   )ب(   1, 2 1, 2,3  

 
Aيآيا هر زير مجموعه. ال با دقت و بدون عجله پاسخ دهيدؤبه اين س -2 B زوماً ل

Sبه صورت T  است كه در آنS A وT B؟ برعكس چطور؟  

هاي ديگر كه بيشتر را با عمل هاي عمل ضرب و ارتباط آنحال برخي از ويژگي      
  .آوريماستفاده مي شوند، مي

   قضيه   7.4.2
  داريم A ،B ،Cهاي دلخواه براي مجموعه            
 )الف(                 A B C A B A C     .  
  )ب(                 A B C A B A C     .  
 )پ(                 \ \A B C A B A C   .  

  
  

   اثبات



  .شما نيز يكي ديگر را اثبات كنيد. كنيمرا اثبات مي )پ( حكم
    \ , \A B C x y x A y B C      
  ,x y x A y B y C       

      , , ,x y x y A B x y A C      

    \A B A C    

  بحث در كلاس   8.4.2
.عبارت هاي زير را كامل كنيد  

  
...

...

i
i I i I

i
i I i I

A A

A A

 

 

 

 

 

 
 

 

-ضرب دكارتي تعدادي دلخواه مجموعه را معرفي ميمرتب، حاصل جفتدر زير با تعميم       

  .ابتدا تعريف زير را ببينيد. كنيم

  

  تعريف    9.4.2
، عبارت Nn براي هر              1,..., na aرا يك nاز تايي مرتب n  نه لزوماً(شي  

  .مي ناميم تايي مرتبnام اين i يجمله يا مولفهرا  iaهر . ناميميم )متمايز             
  همچنين،             

',)',...,'(),...,( 11 iinn aaiaaaa   
  

nA,...,1هاي ضرب دكارتي مجموعهحاصل       A  عبارت است از                    
  1 1... ,... ,n n i iA A a a i a A      

A...ها با هم برابرند، به جاي iA يدر حالتي كه همه     A  مي نويسيمnA.  



  
  .تعميم بعدي اين مفهوم به صورت زير است      
  

   تعريف   10.4.2
عبارت  1 2, ,...a a همچنين، . ناميممي متناهيي نادنبالهرا يك

   ' ' '
1 2 1 2, ,... , ,... , i ia a a a i a a   .  

  
 يدنباله       1 2, ,...a a  ي هاي فشردهرا به صورت i i N

a


يا  
1i i

a



-نيز نمايش مي 

  .دهيمترين صورت آن تعميم ميبه كلي حال اين مفاهيم را. دهيم
  

   تعريف   11.4.2

Iي دلخواهبراي هر مجموعه                  عبارت صوري ،Iiia )( را يكIمي تايي    
  همچنين،   . ناميم               

    ,i i i ii I i I
a a i I a a

 
       

  

يخانواده دكارتي بضرحاصل       i i I
A


  :عبارت است از  

  ,i i i i ii I
i I i I

A A a i I a A


 

      

البته اگر  1, 2,...,I n يا NIمي نويسيم ،  

1
1

1 2
1

...

...

n

i n
i

i
i

A A A

A A A







  

  




  



طور كه عبارت صوري همان       ,a b  ًكه يك  ،مرتب است جفتبراي نمايش   نماديصرفا
Iiiaه داد، عبارت صوري ئتعريف دقيق آن را كوراتوفسكي ارا )( گذاري براي نيز صرفاً يك نماد

ي ضرب دكارتي خانوادهاين مفهوم و حاصل. . .  در . تايي است Iي معرفي واژه i i I
A


را 

   .كنيمتعريف مي  تابعمجدداًً به كمك مفهوم  

 دوگان تابع خواهيم ديد كه به تعبيري فصل كنيم كه درديگري را معرفي ميحال عمل    
  .ضرب استمفهوم حاصل

  تعريف   12.4.2
2هاي مجموعه اجتماع مجزاي                 1,A A هاي اي به نمايشمجموعه  

             2A1ي 2 1,A A Aò 1، يا 2A Aو با تعريف زير است.  
     2 1 21 2A A A   1يA  

  
كنيم كه هر عضو توجه مي       *

i iA A i  به صورت ,x i  است، كه در آنix A .
ضرب مفهوم حاصل "دوگان"طور كه گفتيم، خواهيم ديد كه اجتماع مجزا به تعبيري همان
  .توانيد با اجتماع مقايسه كنيددر حال حاضر آن را مي. است

  

  بحث در كلاس    13.4.2
فرض كنيد  -1 1 , ,A a b c و 2 ,A a d .1هايمجموعهA1يAو             

2A1يAها را به ترتيب با تعداد عضوهاي را مشخص و تعداد عضوهاي آن
1 1A A  1و 2A Aمقايسه كنيد . 

ي دلخواه تعريف اجتماع مجزا را به خانواده -2 i i I
A


 A تعميم دهيد.   



 

  
  3فصل 
 

  ي ترتيبيرابطه
  

هايي مجموعهها به كمك زيرآن علوم رياضي و كاربردهايبسياري از مفاهيم مهم در        
ها را آغاز و مجموعهي اين زيردر اين فصل مطالعه. شونددكارتي معرفي مي ضربخاص از حاصل

تر تر و جديكتاب جديدكنيم كه به مرور مطالب توجه مي. گيريمهاي بعدي پي ميدر فصل
  .از اين رو لازم است دقت و وقت بيشتري صرف كنيد. شوندمي
  

  رابطه  1.3
ضرب دو مجموعه است، هاي خاص حاصلمجموعهاز زير برخي  تنها گرچه قصد ما مطالعه   

-كنيم و با برخي از مفاهيم مربوط به آن آشنا ميولي ابتدا حالت كاملاً كلي آن را معرفي مي

 .شويم

 

 

 



 تعريف   1.1.3

Aاز  Rي دلخواه چون مجموعههر زير             B  يا به طور ساده اي دوتاييرابطهرا ، 

  .ناميممي Bبه  A اي ازرابطه             
  

. وجود دارند Bبه  Aاي چون هاي بسياري از مجموعهدهد كه رابطهين تعريف نشان ميا      
، يعني Bبه  Aهاي از عضو باشد، آنگاه تعداد رابطه 7داراي  Bعضو و  5داراي  Aبراي مثال، اگر 

Aتعداد زيرمجموعه هاي  B  و بينهايت رابطه از  ،)چرا؟(است  352برابر باN  بهN  وجود
  .كنيميادآوري ميچند مثال آشنا را ! ددار

 يعني،  ،به خودش Aي دلخواه از مجموعه هماني يا  تساويي رابطه -1

}|),{( yxAAyx   
 يعني،  به خودش، Zاز  كوچكتراز يا مساوي با يرابطه -2

  ,   m n m nZ Z
 

 يعني،  ،به خودش Zاز  بزرگتر از يا مساوي باي رابطه -3

  ,m n m n  Z Z  
 يعني، ،خودشبه    Zاز  5ي به پيمانه همنهشتيي رابطه -4

ሼሺ݉, ݊
 .ها به خودشي مثلثاز مجموعه همنهشتيي رابطه -5
 .يكي دو تا مثال ديگر شما بياوريد -6

 
  .كنيممعرفي مي نمادگذاري مفيد زير را ،ي بحثقبل از ادامه            
 
 

  نمادگذاري   2.1.3
هاي بالا، معمولاً به جاي با الگو قراردادن مثال , a b R سيمنويمي  

aRb خوانيممي و a  باb ي در رابطهR و اگر است ، ,a b Rنويسيم، ميaRb.  
Rهمچنين اگر  A A  ،گوييم كه ميR در يا  روياي رابطه A است.  

                                     
  را تنها وقتي با هم2Rو  1Rي رابطهه لازم است بگوييم اين است كه دو ي ديگري كنكته      



Aي يك هر دو زيرمجموعهكنيم كه مقايسه مي B باشند .  
  

  بحث در كلاس   .33.1

كنيد فرض A 2,5,3، B و 3,6  ,R a b A B a b    كه در آنa b 
  .است aمضرب طبيعي  bيعني 
جفت Rيكي از عضوهاي  )الف(       2,6   .را مشخص كنيد Rي عضوهاي همه. است  
  .بنويسيد Bبه  Aي ديگري از رابطه )ب(      

آيا  )پ(         1 R 2,3 , 2,6 ، R2 3وR A B هايي از نيز رابطهA  بهB   
  هستند؟

  
  :خاص زير بسيار به كار مي روند يدو رابطه    

   تعريف   4.1.3
ي رابطه )الف(              

  ,A a a a A    
، زيرا   ناميممي  A   در تساوي يا هماني يرا رابطه            

yx   Ayx ),(  

A  )ب(     A A  ) نمادبخوانيد  نابلا  را(.  

 

  انواع رابطه 
اي بسيار كلي است و هر زيرمجموعه Bبه  Aطور كه متوجه شديم، تعريف رابطه از همان       

×Aاز  Bها را در اين يا آن هايي هستند كه آنها داراي ويژگيبرخي از رابطه. گيردرا در بر مي
ويژه ي ديگر چند نمونه اهدر اين بخش و بخش. سازدحث از رياضيات و كاربردها مفيدتر ميمب

  .كنيممعرفي مي ،گيرندهاي بعدي مورد استفاده قرار ميرا كه در درس
شوند به موارد زير مطرح مي A در هاي بسياري كه در ارتباط با مفهوم رابطهاز بين ويژگي       

  .كنندمعرفي مي Aهايي خاص را در ها رابطهكنيم، كه تركيبي از آناشاره مي



  

   تعريف   5.1.3
   : Aدر   Rي رابطه              

   است اگر  بازتابي يا انعكاسي )الف(            
,x A xRx   

x,است اگر براي  متقارنيا  تقارني )ب(               y A  
xRy yRx  

x,است اگر براي  دمتقارنپايا  ادتقارنيپ )پ(             y A، 
   &  xRy yRx x y  

,است اگر براي  ايارتيا  متعدي )ت(             ,x y z A،  
   & xRy yRz xRz  

,است اگر براي هر  زنجيري اي خطي )ث(            ,x y A،  
 xRy

 

 
 yRx  

 

هاي بالا ه دهيد كه داراي برخي از ويژگيئتوانيد ارامي  Aروي ياز رابطه بسياري هايمثال      
 .شويمها آشنا ميبه مرور با تعدادي از آن. ها را نداشته باشندباشند و برخي ويژگي

   بحث در كلاس   6.1.3

فرض كنيد   , ,A a b c.  

   .را بنويسيد Aي انعكاسي روي كوچكترين رابطه -1

)},,(),,(),{(كنيد فرض -2 cbbaaaS  .به را تعداد عضو  كمترينS بيفزاييد كه           
  .دست آيدبه A يرو Rچون  تقارني ايرابطه

  .آن پاسخ دهيدبنويسيد و به متعديجاي تقارني، به 2ال ؤدر س -3
      



ي خاص معرفي يهاهاي بالا، رابطهتركيبي از ويژگيبا در نظر گرفتن طور كه گفتيم، همان      
پردازيم كه حتماً لازم هاي خاص و مهم مياين كتاب به ويژه به سه تا از اين رابطه در. شوندمي

آشنا ها با آن...) و  ،آمار، رياضي، علوم كامپيوتر(هاي علوم رياضي ي دانشجويان رشتههمهاست 
  .شوند

  ترتيبي يرابطه   2.3
هم  هاي علمي و غير علمي را باپديدهدر زندگي روزمره نيز اغلب . با ترتيب اعداد آشنا هستيم      

دهيم و اين هاي ديگر تعميم ميدراين بخش مفهوم ترتيب اعداد را به مجموعه. كنيممقايسه مي
تازگي  برايتان ممكن استاين بخش  بسياري از مطالب. كنيممفهوم را به صورت مجرد مطالعه مي

  .بيشتر دقت كنيدد، نداشته باش
2دانيم كه مثلاً ايم و مياز همان كودكي آشنا شدهبا ترتيب اعداد        2و 4 فهوم م اين . 6

را بتوانيم  6، 4، 2كندكه اعداد خطور نمي كرمانآنقدر عميق در ذهنمان قرار گرفته است كه به ف
  جز به صورت صعودي 

  6  
4  

2  

و  4   6ولي 2|6، 2|4ها را مثلاً به اين دليل كه ممكن است لازم باشد آندر حالي كه ! بچينيم
  :زير بچينيمبه صورت  6  4

 6     4                            

                                                       2      

  

آنقدر عميق در ذهنمان قرار گرفته است كه اگر با بازي فوتبال آشنا  يمفهوم ترتيب عدد    
 قد، يا ) عددي(ي سن، اندازه) عددي(ي ممكن است افراد تيم را با توجه به اندازهيم، نباش

در حالي كه اغلب لازم است اشياء را نه لزوماً ! ها در زمين بچينيموزن آن) عددي(ي اندازه
در اين بخش . كنيم مرتباصطلاح  به ها راه هر دليل ديگري آنكه ب عدديبرحسب ويژگي 

هاي دلخواه تعميم دهيم و آن را به صورت قصد داريم مفهوم ترتيب معمولي اعداد را به مجموعه



بسياري از مطالب اين بخش ممكن است برايتان  طور كه گفتيم،همان .مجرد مطالعه كنيم
  .بيشتر دقت كنيد :تازگي داشته باشد

هاي انعكاسي كنيم كه داراي ويژگيدر اعداد، مشاهده مي با كمي دقت به        x x ،    
)(تقارنيدپا yxxyyx  تعديو)( zxzyyx از اين . است

  .كنيمرو، تعميم و مجرد سازي آن را به صورت زير تعريف مي
  
  

   تعريف  1.2.3 
R، يعنيPيدر مجموعه Rي رابطه             P P  كه( ي ترتيبي جزئيرابطه، را  

  متعدي، و تقارني ادپ، انعكاسيگوييم اگر مي) ترتيبي رابطهما آن را به اختصار،             
   .باشد             

  
    بحث در كلاس   2.2.3

 .خود را از تعريف بالا تقويت كنيد حال درك
كـدام  ! ، ترتيبـي نيسـت   >ي كوچكتري معمـولي اعـداد، يعنـي    كنيم كه رابطهمي توجه -1

 كنيـد مي چطور استدلال  ؟را ندارد تقارني، و متعدي ادپ، انعكاسي ويژگي از سه ويژگي

  ).از استاد درس كمك بگيريد !در آن است اي فنينكته(است؟ تقارني  ادپكه 
  يبخشپذيري توانيد نشان دهيد كه رابطهه آساني ميب -2

mRn m n  
  چطور؟ Zدر . ترتيبي است Nدر 
  :ترتيبي است Pزير در ي رابطه. = P }گرگان ,اصفهان,شيراز {نيد رض كف -3

  =R})گرگان,گرگان( ,) اصفهان,اصفهان( ,) شيراز ,شيراز( ,)اصفهان,گرگان({
  :داريم  2.1.3كه در نمادگذاري 
   اصفهان  Rگرگان  شيراز، Rاصفهان، شيراز R گرگان، اصفهان Rگرگان 

  .ي ترتيبي ديگر بنويسيديك رابطه  Pشما در    

  نمادگذاري   3.2.3



 ي ترتيبيرابطه ي، واژه ي ترتيبي معمولي اعداد يعني كه با الگو قراردادن رابطه طورهمان 
، و پاد تقارني، انعكاسي هايكه داراي ويژگي P ي دلخواهدر مجموعه ايهر رابطه را براي
نماد را نيز با  Pهاي ترتيبي دلخواه روي دانان معمولاً رابطهباشد به كار برديم، رياضي متعدي
ي ترتيبي رابطه اي از اعداد و مجموعه Pدهند، حتي اگرنمايش مي Rبه جاي   آشناي

كه قرار شد به جاي  2.1.3حتي با توجه به نمادگذاري . معمولي اعداد نباشد ,x y  
xبنويسيم y ،براي خواندن عبارتx y كنيم واستفاده ميهاي عددي از همان واژه    

بحث در كلاس   3براي مثال، با توجه به بند  !! است yكوچكتر از يا مساوي با  xخوانيم مي
اصفهان كوچكتر از يا مساوي با گرگان خوانيم و مي اصفهان  گرگان نويسيمميبالا، 
ها د، ولي به مرور به آننممكن است در اوايل كار قدري اشتباه برانگيز باشاين قراردادها !! است

  . كنيدعادت مي
ي ترتيبي اعداد داراي ويژگي ي ديگري كه لازم است مطرح كنيم اين است كه رابطهنكته      

 yو  xاست، زيرا براي هر دو عدد حقيقي  5.1.3تعريف  )ث(خطي يا زنجيري مذكور در بند 
xداريم y  ياy x .براي مثال، بخشپذيري در اعداد (هاي ترتيبي رابطه ولي بسياري از

  .تعريف زير را ببينيد. دنكندر اين شرط صدق نمي) طبيعي يا زيرمجموعه بودن
  

   تعريف   4.2.3
x,است و  Pاي ترتيبي دلخواه روي رابطه كنيم  فرض            y P  .اگر دست كم  

xكي از دو حالت ي            y  ياy x گوييم كه رخ دهد، ميx  وy  ) نسبت به(  

  نويسيممي گاهي ندهد، رخ التـهيچ يك از اين دو حاگر  ،انـدقابل مقايسه           
         x y.  

  
 4و  12و همچنين  6و  2نگاه آدر نظر بگيريم،  Nرا در  يي بخشپذيربراي مثال، اگر رابطه    

كنـيم  همچنين توجه مـي ! قابل مقايسه نيستند. . .  و . . . در حالي كه ) چرا؟( قابل مقايسه اند
و  mدر نظر بگيريم، آنگاه هر دو عدد طبيعي دلخـواه   Nي ترتيبي معمولي را روي كه اگر رابطه

n اندقابل مقايسه !  
  
  

   تعريف   5.2.3



  ي ترتيبي به رابطه Pگوييم كه باشد، گاهي مي Pاي ترتيبي در رابطه اگر              
),(مجهز شده است، يا زوج                P در اين صورت  .است اي مرتبمجموعهP  را  

 گوييم كهنيز باشد، مي خطي اگر . ناميمآن مي يي زمينهمجموعه              

                ),( Pاست زنجير.   
 

براي مثال       ,Nي مرتب ير است در حالي كه مجموعهزنج( ,|)N در ( چنين نيست
  .) تا اشتباه برانگيز نباشدايم استفاده  كرده ، به جاي |اينجا از نماد متداول بخشپذيري، يعني 

هاي ترتيبي متعددي ممكن است تحت رابطه Pبديهي است كه يك مجموعه چون       
ي صرفاً يك ثحامكان اشتباه نباشد، مثلاً در باگر ) اين طور نيست؟( باشد اي مرتبمجموعه

 جفت نظر باشد، به جاي اينكه بگوييم مد Pروي  ي ترتيبي رابطه ,P  اي مجموعه
 Pگوييم كه كنيم و صرفاً ميينم را به طور صريح ذكر ي ترتيبي ، رابطهمرتب است

  !اي مرتب استمجموعه
  

  بحث در كلاس   6.2.3
ترتيبي خطي علاوه بر  يرابطه يك -1            , , , , , , , , , , ,a a b b c c a b a c b c و 

},,{ خطي روي ي غيررابطه يك cbaP  مثال بزنيد.  
خطي است؟ در  P({a,b})ي توانيدر مجموعه ي ترتيبي شمولي آيا رابطه -2

}},{},{,{ baaP  چطور؟  
)ي توانياي نامتناهي از مجموعهزيرمجموعه -3 )P Nي شمولي بزنيد كه تحت رابطه مثال
 زنجير باشد. 
  
ي مرتب ي مربوط به مجموعهدر زير چند واژه       ,P   را كه مورد استفاده قرار خواهند

نمادگذاري متداول  ،ي ترتيبي معمولي اعدادالگو قراردادن رابطه ابتدا، با. كنيمگرفت، معرفي مي
x<y توان براي تاكيد بر اين كه را ميyx   وليyx  به كار برد. 
 
 

   تعريف   7.2.3

   y < xنويسيماست و مي y مقدم بر xاست، يا  x تالييا  پوشش yگوييم كه يم      



  وجود نداشته باشد؛  yو  xبه طور سره بين  Pzولي هيچ عضوي چون y < xاگر       
با ويژگي  zيعني، عضو       x z y وجود نداشته باشد.                 

  
zyx، آنگاه از    y <  x توجه كنيد كه وقتي        گيريم كه نتيجه ميx=z  ياy=z .  

  
تبحر خود را . شوندسريع درك نمي طور كه گفتيم و ديديم، تعريف برخي از واژه هاهمان      

  .در زير افزايش دهيد
  

  بحث در كلاس   8.2.3
است  4تالي  5باشد، روشن است كه، براي مثال،  Nي ترتيبي معمولي روي رابطه اگر  -1

  .تالي هيچ عدد طبيعي نيست 1البته عدد و ) چرا؟( نيست 4تالي  8ولي 
تنها يك مقدم دارد،  5در اين صورت، . در نظر بگيريد Nي بخشپذيري را روي حال رابطه  -2

داراي دو مقدم است، آن 12عدد . تنها مقدم هر عدد اول است 1 آن كدام است؟ در واقع، عدد
  چند تالي دارد؟ 12عدد . بنويسيد 12همچنين، سه تالي براي . ها را بيابيد

  .زنجيري مثال بزنيد كه هر عضو آن داراي پوشش باشد -3
  .زنجيري مثال بزنيد كه هر عضو آن هم داراي پوشش و هم داراي مقدم باشد -4
 .نجيري مثال بزنيد كه هيچ عضو آن تالي نداشته باشدز -5
  

بالا ديديم كه يك عضو ممكن است بيش از يك پوشش يا بيش از يك مقدم  1در بند       
   .دهددهد كه اين پديده در زنجيرها رخ نميزير نشان ميي قضيه. داشته باشد

   قضيه   9.2.3
اگر              ,P  البته در صورت وجود(هر عضو ) و مقدم(زنجير باشد، آنگاه پوشش(  

  .است) يعني يكتا(منحصر به فرد             
  

    اثبات
  .خواهيد برد ي اثبات اين حكم را به كرات به كارروش ساده



Pcbچون داراي دو پوشش Paعضو كنيم كهفرض مي       , يعني. باشد b <      a و  

c <    a.  چونP ،داريم زنجير استb c  ياc b .اگرb cداشت ، خواهيم a b c 
cبه همين نحو، از). را ببينيد 7.2.3جمله بعد از تعريف ( b=cو در نتيجه  b توانيم مي

  .b=c نتيجه بگيريم كه

به عنوان ) !؟جالب بود، نبود( .تيكتاس) در صورت وجودالبته (پس پوشش هر عضو        
  .ثابت كنيد) البته در صورت وجود(زنجيرها  در  تمرين، يكتايي مقدم هر عضو را

   نمودار ترتيبي   10.2.3
جام مراحل زير به صورت تصويري در ان را مي توانيم با Pي مرتب گاهي عضوهاي مجموعه      

 مراحل زير كاملاً گويا نبود، در اگر. (شودكه  بسيار مفيد واقع مي) بچينيم(صفحه نشان دهيم 

  .) ها خواهيد شدعمل متوجه آن
 .دهيمنشان مي) پر خالي يا تو تو(اي كوچك را با دايره Pxهر عضو -1
 xي ، و تنها در اين صورت، پاره خطي از دايره y <    xباشد، يعني  xپوشش  yاگر  -2

 ).كنيمميرسم  yي تر از دايرهرا پائين xي دايره( .كنيمرسم مي yي به دايره
هر عضو بايد دست كم بالاتر از يك عضو در سطح زيرين خود باشد، يا سطح زيرين  -3

 .براي آن وجود نداشته باشد
 

   بحث در كلاس   11.2.3
},,,{كنيد فرض dcbaP  .ي رابطه ترتيبي نمودار  

         1 , , , , , , , ,R a a b b c c d d a b a c  
  : به صورت زير است
                                       c   b  

   

        

                         d                   a 
   

 .ي زير را رسم كنيدنمودار ترتيبي رابطه -1



                2 . , , , , , , , , , , , , , ,R a a b b c c d d a b b c a c a d  

 .ي زوج هاي مرتب مربوط به نمودار ترتيبي زير را بنويسيدمجموعه -2
                                                        d                          

                                                                          

                               b        c                     

 

                a                              

},{فرض كنيد -3 baX  .نمودار ترتيبي( (X), )P  .را رسم كنيد  

 

  هاي مرتبعضوهاي ويژه در مجموعه   3.3
     
  براي مثال. مجموعه هاي مرتب به دلايلي خاص هستندبرخي از عضوها در    

  

   يفتعر   1.3.3
فرض كنيم               ,P  در اين صورت، . است) جزئي(مجموعه اي مرتب 

 گوييم اگر از هر عضومي )نسبت به ( Pعضو  ترينبزرگ را Paعضو) الف(             

  تر باشد؛ يعني، بزرگ  Pرديگ            

 
ax   

)( Px  
 گوييم اگر از هر عضومي)  نسبت به ( Pعضو  ترينكوچكرا  Pbعضو) ب(            

   كوچكتر باشد؛ يعني،  Pديگر             
xb  )( Px  

  



است، زيرا واژه ها همان معني لغوي خود را درك اين تعريف نسبت به تعريف بعدي آسان       
ي ترين عضو در يك مجموعهترين يا كوچكاين نكته نيز لازم به ذكر است كه بزرگ. دارند

 منحصر به فردها نداشته باشد، ولي در صورت وجود، هر يك از آنمرتب ممكن است وجود 
اثبات كنيد، اثبات جالب آن را در  9.2.3ي اگر نتوانستيد اين واقعيت را به روش قضيه. است
ترين عضو با توجه به يكتايي مذكور، معمولاً بزرگ. ببينيد 3.2.3 يقضيه ,P   يا  1را باT 

  ).البته در صورت وجود(دهيم نمايش مي يا0 ترين عضو آن را با و كوچك

  

   بحث در كلاس   2.3.3
ترين عضو در كوچك  -1    ,Nدر  و( ,|)N ترين عضو دارند؟ اند؟ آيا بزرگكدام  

ترين عضو در ترين و بزرگكوچك  -2  ,XPاند؟كدام  
مشخص ) در صورت وجود(هاي مرتب زير را مجموعهعضو ) ترينكوچك(ترين و بزرگ  -3

  : كنيد
  

  
({ aكه در آن  2,3,4,12(|,{ b  يعنيb  مضرب طبيعيa است.  

) در صورت وجود(ترين عضو را ترين و بزرگدر نمودارهاي ترتيبي زير، كوچك -4
  .مشخص كنيد

  
  d    c    d        

d                

c b  b b   c 

b a     d  a 

a  a 

                                    )پ(                          )ب(                    )ت(                               )الف(

  

  

       , , ,    N ، 5,7 ، 5,7



  

  قضيه   3.3.3
عضو) ترينو كوچك(ترين بزرگ             ,P يكتا( ، البته در صورت وجود، منحصر به فرد (  

   .هستند            
  

  اثبات
كنند، ولي قرار شد هيچ حكمي را با اصرار يا قسم مي ها به خودي خود يكتايي را القاالبته واژه 

  ! خوردن بر كسي تحميل نكنيم
كنيم كه هر دو ، فرض مي9.1.3ترين عضو، مشابه اثبات قضيه براي اثبات يكتايي بزرگ      

Pbaعضو  , براي هر عضو  ، . . . حال چون. ترين عضو باشندبزرگP از جمله ،b  داريم ،
b a .پس . . . ي مشابه، از طرفي به گونه ،a b . حال ازb a وa b  و پاد تقارني

حال  !جالب بود؟! شودو حكم اثبات مي. . . گيريم كه هاي ترتيبي، نتيجه ميبودن رابطه
  .ترين عضو را اثبات كنيديكتايي كوچك

  
  .دارد دقت بيشتريدرك تعريف زير نياز به       

  
  

   تعريف   4.3.3
فرض كنيم              ,P  در اين صورت، . اي مرتب استمجموعه  

  گوييم اگر از هيچمي) بيشينيا ( عضو ماكسيمالرا يك   Pa عضو) الف(             
aوجود نداشته باشد به طوري كه  Pxتر نباشد؛ يعني،كوچك Pعضو ديگر               x .    

  ها، زبان گزاره به             
a x a x    

Pbوعض) ب(               گوييم اگر هيچ عضو ديگرمي) كمين( عضو مينيمالا يك ر   
            P تر نباشد؛ يعنياز آن كوچكPx  وجود نداشته باشد به طوري كهx a .به  
  ها،زبان گزاره            

x a x a   

  



بينيم دچار اشتباه را مي مينيمالو  ماكسيمالنخستين باري كه تعريف عضوهاي  معمولاً      
دو موضوع باعث  .ترين هستندترين و كوچككنيم كه همان مفاهيم بزرگشويم و تصور ميمي

هاي چندان تفاوتي با واژه كمينو  بيشينهاي يكي اين كه واژه. شودپديد آمدن اين اشتباه مي
 مينيمال و ماكسيمال رو تا مدتي واژه هاي لاتين نندارند، و از اي ترينكوچكو  ترينبزرگ

شود، در ذهن ما ي ترتيبي ميهرگاه صحبت از ترتيب و رابطهدوم اينكه . بريمرا به كار مي
شود، كه ويژگي زنجير را داراست و مجسم مي ي معمولي هاي اعداد و رابطهبلافاصله مجموعه

 .تر استشته باشد، خود از همه بزرگتر وجود ندااز آن بزرگ يعضوكه  ينتيجه هر عضودر 
  .داديم هشداراعداد  در  قبلا نيز در مورد خاص بودن 

   .كندتر ميبحث زير مفاهيم ماكسيمال و مينيمال را روشن      
  

 بحث در كلاس   5.3.3

  . درك اين مفاهيم با نمودارها آسانتر است       
},,,{نمودارهاي ترتيبي زير را براي -1 dcbaP در نظر بگيريد.  

 
       d                     c                                                                 d   

   b    c             d 

  d    c  b  b    b  c 

       a  c  b a a  

                            a     

    )    ث(          )ت(                  )پ(               )ب(                 )الف(             

  f    
f 

  e   

e 

  d  c 

 b    

)چ(                                          a  



    
    

با دليل  )ج(و  )ت(، )الف(ر ترين و ماكسيمال را دترين، مينيمال، بزرگعضوهاي كوچك      
  .كنيدمشخص 

  
ها را با دليل آن. ترين عضو ندارد ولي داراي دو عضو ماكسيمال استبزرگ )ب(نمودار       

  .مشخص كنيد
ولي يك عضو آن هم ) چرا؟( ترين عضو نيستترين يا كوچكداراي بزرگ )پ(نمودار       

  .آن را با دليل مشخص كنيد. ماكسيمال است و هم مينيمال
را با دليل مشخص ها آن. داراي دو عضو ماكسيمال و دو عضو مينيمال است )ت(نمودار       

  ضو وجود دارد؟ترين عترين يا كوچكآيا در اين نمودار بزرگ .كنيد
  

ترين عضو نيست، و اگر عضوي متوجه شديم كه اگر عضوي ماكسيمال باشد، لزوماً بزرگ      
  عكس اين احكام چطور؟. ترين عضو نيستمينيمال باشد، لزوماً كوچك

  

   قضيه   6.3.3
ترين عضوبزرگ )الف(          ,P  ،عضو ماكسيمال آن استتنها  اًيقين، در صورت وجود.  
ترين عضوكوچك )ب(             ,P ،تنها عضو مينيمال آن است  يقيناً ، در صورت وجود.  

  اثبات  
ترينبزرگ a كنيم فرض )الف( ,P  براي اين كه نشان دهيم .باشد a  عضو ماكسيمال نيز

"ي گزارهدهيم كه هست، نشان مي "a x a x    براي هرPx پس . درست است
aكنيم فرض مي x بايد. . . چون . درست است ،x a . حال ازa x  وx a  و . . .

aگيريم كه هاي ترتيبي، نتيجه ميبودن رابطه x.  را شما بعد از كلاس اثبات  )ب(حكم
  .كنيد

  تعريف   7.3.3
ي مرتبمجموعه            ,P ي ناتهيگوييم اگر هر زير مجموعهمي ترتيبخوش را  

            Q ازP  يعني . كوچكترين عضو باشد ود دارايخ  
, ,q Q x Q q x      



  

    كلاس بحث در   8.3.3
ي مرتبي كه ناتهي باشد و داراي كوچكترين عضو نباشد، روشن است كه مجموعه -1

  چرا؟ .ترتيب نيستيقيناً خوش
  چرا؟. ترتيب  نيستندهاي مرتب خوشنمودارهاي زير معرف مجموعه -2

  
     

   

      

  )پ(                                         )ب(                                 )الف(                

  

ي مرتب مجموعه -3  0,1 چرا؟. ترتيب نيست خوش  

}) نشان دهيد كه -4 a، كه در آن 2,4,6(|,{ b  يعنيb  مضرب طبيعيa  ،است
})ترتيب نيست ولي خوش  .استترتيب خوش 2,4,8(|,{

مرتب  يآيا مجموعه -5 ,N كنيم كه اگر ترتيب است؟ توجه ميخوشQ N 
1aزيرا اگر . استترين عضو كوچكداراي  Qآنگاه ) و ناتهي باشد(متناهي  Q 
2aترين نباشد، آنگاه كوچك Q  2وجود خواهد داشت كه 1a a  2و اگرa 
3aترين نباشد، آنگاه كوچك Q  3وجود خواهد داشت كه 2a a . اگر اين روند

 بدون وقفه ادامه يابد، زنجير نامتناهي 

1 2 2 1... ...n n na a a a a       

  چطور؟نامتناهی باشد،  Q اگر! است Qآوريم كه متناقض متناهي بودن دست ميبه Qرا در 

ولي  ،بالا پاسخ دهيد 4و  2 هاي بندهايالؤتوانستيد به سميراحتي ي زير بهبا استفاده از قضيه      
  ! تر شوندفعالشما هاي خاكستري مخصوصاً آن را قبلاً مطرح نكرديم تا سلول



  

 قضيه   9.3.3

ترتيب خوش يهر مجموعه             ,P  البته عكس آن درست نيست( است، زنجير.(  

  اثبات
Pyxبراي هر دو عضو. بسيار ساده است   ,ي، زير مجموعه },{ yxQ  ازP   را در نظر

  . بگيريد و اثبات را كامل كنيد
     

     هاي علوم رياضي به كار اين بخش را با معرفي مفاهيم مهم زير، كه در بسياري از درس      

  .بريمروند، به پايان ميمي   
  

  تعريف   10.3.3
فرض كنيم                  ,P  اي مرتب است و مجموعهQ P . ،در اين صورت  

   است اگر  Qبراي كران بالايك ) Qu نه لزوماً( Puگوييم كهمي )الف(               
uxQx  )(  

  ترينكوچكاست اگر  Q سوپريمم) Qa نه لزوماً( Paوييم كهگمي )ب(               
  باشد؛ يعني،  Q كران بالاي                  

  باشد، و  Qيك كران بالاي  Pa)يك(                        
a، داشته باشيم Puچون Qبراي هر كران بالاي   )دو(                         u. 

  

توانيد مفاهيم مجرد را درك تر ميهايي كه تاكنون انجام داديد، حال راحتبعد از تمرين      
  .كنيد

  بحث در كلاس   11.3.3
در (داشته باشد  Pكران بالا در يك ممكن است هيچ،  تنها يك، يا بيش از Qوشن است كه ر

البته اگر داشته (تواند بيش از يك سوپريمم داشته باشد ولي يقيناً نمي ،)هر مورد مثالي بياوريد



از اين رو، نمادگذاري زير را . اثبات كنيد 3.3.3ي ن مطلب را به روش اثبات قضيهاي!). باشد
  .معرفي مي كنيم

                        نمادگذاري   12.3.3
  نويسيموجود داشته باشد، مي Pدر Qاگر سوپريمم    

P P Pa sup Q lub Q Q    
زيرا، . در نمادگذاري بالا گاهي مهم است  Pدهد كه نوشتن انديسبحث زير نشان مي      

فقط  ثيحالبته اگر در ب. متفاوت باشد 2Pدر  Qممكن است با سوپريمم  1Pدر  Qسوپريمم 
  .توان حذف كردرا مي Pمورد نظر باشد، انديس  Pي مرتبسوپريمم در يك مجموعه

  

  كلاس بحث در   13.3.3
 .نمودار ترتيبي زير را در نظر بگيريد -1

  
  d 

 

  c 

  a  b   

},{هاي بالايي كرانمجموعه       baQ 1},,,{در را dcbaP  بنويسيد و سپسQP1
sup 

2},,{را در Qبالاي هايكران هايمجموعه حال. را بيابيد dbaP  بنويسيد و سپسQP2
sup 

  .را بيابيد

براي مثال در نمودار ترتيبي . ممكن است وجود نداشته باشد QPsupتوجه كنيد كه  -2
زير، سوپريمم  ,a b

 
},,,{ در dcbaP  چرا؟(وجود ندارد( 

 
  

  b    a   
                                                             

                                   
   c 

  d 



، 1 براي مثال در بند. باشد Qممكن است در خود  QPsupتوجه كنيد كه  -3
ريمم پسو ,a b را در , , ,a b c d بيابيد. 

ترين عضو همان بزرگ Qسوپريمم  ترين عضو باشد،داراي بزرگ Qروشن است كه اگر -4
Qحتي اگر ي جالب در اين است كهنكته ولي. استآن  ترين عضو نداشته باشد، بزرگ  
Q  مي تواند درP مثال بياوريد. سوپريمم داشته باشد.  

هاي بالا، مفهوم سوپريمم را با مفهوم عضو ماكسيمال مقايسه با استفاده از مثال -5
  .كنيد

درنظر بگيريد و  Nي ترتيبي بخشپذيري را در رابطه -6  4,6N را بيابيد. 
  !است، نيست؟آشنا        

  
 ي اعداد حقيقي با ترتيب معمولي مطرح شد، ولي مااگر چه مفهوم سوپريمم ابتدا در مجموعه      

. تر بودن اين مفهوم جلب كنيمهاي كلي ديگر را مطرح كرديم تا نظر شما را  به كليمخصوصاً ابتدا مثال
  .هاي زير را نيز ببينيدمثال .ايد هاي بسياري از اين مفهوم را در دروس رياضي عمومي ديدهثالم
 

 بحث در كلاس   14.3.3

عه مرتب معمولي اعداد حقيقي مجمو ,R را در نظر بگيريد.  
هاي هاي بالاي بازههاي كرانابتدا مجموعه -1 0,1  و 0,1  را بنويسيد و سپس 

sup (0,1)R  وsup [ ]0,1R را بيابيد. 
supRكدام است؟ آيا  Rدر  Nهاي بالاي ي كرانمجموعه -2 N وجود دارد؟ 

بزرگترين ( ين، اينفييميكران پازنيم كه بتوانيد دوگان مفاهيم بالا، يعني حدس مي      
Pهاي ، به نمايش)ينيكران پا P pinf Q glb Q Q   )را )البته در صورت وجود ،

 انجام دهيدبه عنوان تكليف شب اين كار را . ه كنيدئها اراهايي از آنمثال. خودتان تعريف كنيد
  .هاي خود را به استاد حل تمرين درس تحويل دهيدو نوشته

  بحث در كلاس   15.3.3
Qاگر  :ممتنع پاسخ دهيد كهال سهل و ؤتلاش كنيد به اين س           تهي باشد، آنگاه
P وP )چگونه عضوهايي از ) در صورت وجودP ي هستند؟ البته، ابتدا بايد مجموعه

  .را مشخص كنيد ي تهي هاي پايين مجموعهكران يهاي بالا و مجموعهكران



   تعريف   16.3.3
ي مرتب مجموعه            ,P  داراي) تهي يا ناتهي(ي آن مجموعهرا كه هر زير  

   .ناميممي كاملباشد،  اينفيممو  سوپريمم          



 
 
 
 
 
 
 
 

 4فصل 
 
 

 ارزيهمو  افزار
 

  
ي ترتيبي در واقـع تعمـيم و مجردسـازي    طور كه در فصل قبل ديديم، مفهوم رابطههمان         
كنـيم كـه   در اين فصل نوع ديگـري از رابطـه را مطـرح مـي    . اد استدر اعد ي معمولي رابطه

  .است ي تساويمجردسازي رابطهتعميم و 
ولـي  . كنـد را تعبير مـي  همان بودن ،عين هم بودن، يكي بودن ي تساوي در واقع رابطه      

 هـا بسياري مواقع لازم است اشياي غير يكسان را نيـز بـه خـاطر شـباهت در برخـي از ويژگـي      

عنـوان   بـه . كنـيم  دسته بندييك مجموعه را  و با اين كار عضوهاي  يكسان در نظر بگيريم
ا را يكسـان در نظـر   ه ـفروش با وجودي كه هر سيب با سيب ديگر متفاوت است، آن ميوهنمونه، 



حتـي گـاهي انـواع    . . .  اي ديگـر، و   ها را در جعبهدهد، گلابيگيرد و در يك جعبه قرار ميمي
 بسيب ها را برحس هـاي  ها را در جعبهگيرد و آنها يكسان در نظر ميرنگ يا محل پرورش آن 

هايتان دهيد، لباسدر يك دسته قرار مي را هايتانشما نيز كتاب. كندبندي ميهم دستهمجزا از 
هايتان را بر حسب رنگ، هايتان را بر حسب موضوع ، لباسو حتي كتاب...  اي ديگر، را در دسته

  .كنيدبندي ميد و دستهيگير، يكسان در نظر مي...
          ي اعـداد مضـرب پـنج را يكسـان در نظـر      زوج يا همـه ي اعداد دانان نيز گاهي همهرياضي      
  .گيرندها را همنوع در نظر مييا مثلث ،گيرندمي

   
  !ارزي همان يكسان در نظر گرفتن استي همرابطه

       

 .دارد بنديدستهارتباط نزديكي با  يكسان در نظر گرفتن ،طور كه متوجه شديمهمان         
  مفهوم رياضي ،ارزيي هممفهوم رابطه يگونهرياضيو  تعريف دقيق يهئارااز اين رو، قبل از 

  
  .كنيمبندي كردن اعضاي يك مجموعه را معرفي ميدسته 

  

  ارزيي همرابطه وافراز    1.4
 تـوان بـه   ايي متنـوع مـي  ه ـرا به گونـه   Xي طور كه گفتيم، عضوهاي يك مجموعههمان        
دقيقـاً در يـك    Xي آن ناتهي و هر عضو اي را كه هر خانهبنديدسته. بندي كردهايي دستهخانه

  .را داريم با نمادهاي رياضي، تعريف زير. ناميممي افرازخانه قرار گيرد، 

  تعريف   1.1.4
    X افرازرا يك  Xي هايي از مجموعهمجموعهمتشكل از زير ي مجموعه               

                :   هاي زير باشدويژگيگوييم اگر داراي مي               
   ،عنيي .دباش ناتهي هر عضو  )الف(               

                                               C      , C  



 يعني،  . باشند دو به دو مجزا عضوهاي   )ب(     

??  DCDCDC ,,  
  يعنی،. X )پ(     

CxCXx  ,,  

  

    

    

  X   

 

 

 

 X  افرازي از

كند بيان مي) ب(همراه با  )پ(بناميم، آنگاه  خانهرا  كنيم كه اگر هر عضو توجه مي          
ايـن   ،نكته ديگري كه لازم است مورد توجه قرار گيرد. است دقيقاً در يك خانه Xهر عضو كه 

. انگارندمتفاوت هستند و گاهي مبتديان اين دو را يكسان مي متمايزو  مجزاي است كه دو واژه
Cدر واقع مجزا يعني  D  در حالي كه متمايز يعني ،C D  .مثالي از دو مجموعه-

 .دني متمايز بياوريد كه مجزا نباش

  بحث در كلاس   2.1.4
ي مجموعه  -1 X            ها را  آن. توان افراز كردرا تنها به دو صورت متفاوت مي 1,2

 .مشخص كنيد
 يي سه عضومجموعه  -2 X . توان افراز كردرا به پنج صورت مي 1,2,3
  براي مثال، 

  

 

2      1  

3



       1 , 2 , 3 

   

 .را بنويسيد Xچهار افراز ديگر . است Xيك افراز 

نامند و با  مي )Bell(ام بِل -nرا عدد  Xعضوي  nي تعداد افرازهاي متفاوت يك مجموعه  -3

nB 1،2هاي با دانستن تعداد افرازهاي مجموعه. دهندنمايش مي ،. . .،n توان تعداد عضوي مي
    :عضوي را به صورت زير پيدا كرد +1nي افرازهاي مجموعه
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B1براي مثال، چون     1 ،2 B 3، پس 2 B   آيددست ميهبه صورت زير ب 5

   2 2
3 1 1 2 21B B B    

1+2+2 =5 

اي كامپيوتري بنويسـيد كـه   عضوي را بيابيد، برنامه 4ي حال، تعداد افرازهاي يك مجموعه      
 !عضوي را بيابد nي تعداد افرازهاي هر مجموعه

  
    بـا افـراز بيـان    طور رسمي معرفي و سـپس ارتبـاط دقيـق آن را   ارزي را بهي همحال رابطه      

آوريـم كـه   ي تساوي، تعريـف مجـرد زيـر را مـي    هاي رابطهتر به ويژگيبا نگاهي دقيق. كنيممي
  .ي تساوي استتعميمي از رابطه

 
  



 تعريف   3.1.4

  ،تقارني، انعكاسيگوييم اگر مي ارزيي همرابطهرا  Aي روي مجموعه Eي رابطه

  .باشد متعديو  

 ـي ترتيبـي قا رابطـه  بـراي  كـه  تقارنيپادجاي ويژگي  كه به كنيممشاهده مي       ل شـديم،  ئ
افـت  حال با شـركت در بحـث زيـر، دري   . ارزي در نظر گرفتيمي همرا براي رابطه تقارنيويژگي 

  .كنيدمفهوم مجرد تقويت   اين را از تعريفخود 

 بحث در كلاس   4.1.4
كه د فرض كني  -1 A ي ، رابطهAروي ارزي هاي هميكي از رابطهكه روشن است  .1,2

تساوي       A 1,1 ,  بهاصطلاح  و تعدي بههاي تقارني است، كه در آن ويژگي 2,2

  .را مشخص كنيدآن. وجود دارد Aديگر روي  ارزيي همتنها يك رابطه. ندبرقرار ي مقدمانتفا
ارزي هـايي هـم  رابطـه  Aو Aهاي رابطه  Aدلخواه ينشان دهيد كه براي هر مجموعه  -2

ي آيا رابطه. هستند A A ارزي است؟نيز هم  
A دفرض كني -3  و E ارزي روي هاي همي رابطهي همهمجموعهA روشن اسـت   .شدبا
  .را مشخص كنيد ترين عضو آنترين و بزرگكوچك. اي مرتب استمجموعه ) , E ( كه
 رزي است؟ مراقب ويژگي تقارني باشيدااي همرابطه Nپذيري روي ي بخشآيا رابطه -4

ايـن   .ارزي اسـت هـم  ايرابطـه  Zدر ، n ،nيي به پيمانهتي همنهشنشان دهيد كه رابطه -5.
  .بسيار مفيد است ،ي اعدادبه ويژه در نظريه ،ارزيي همرابطه

  

   نمادگذاري   5.1.4
، براي  n ، =ي ترتيبي بيان شد، اگر نماد مشخصي، از قبيل كه در مورد رابطه طورهمان      

في لاتين چون را به جاي حر) تيلدا( �معمولاً نمادارزي وجود نداشته باشد، ي همنمايش رابطه
E بريمكار ميبه.  
  



   بحث در كلاس   6.1.4
هـا اسـت؟   ي مثلـث ارزي روي مجموعهاي همها رابطهمثلث) تساوي(ي تي همنهشرابطه آيا -1
  چطور؟ها ي تشابه مثلثابطهر
  چطور؟ارزي است؟ عمود بودن ها همخطي ي موازي بودن روي مجموعهآيا رابطه -2
اي رابطـه   در هم خانه بـودن   آيا عبـارت . باشد Aي افرازي از مجموعه فرض كنيد  -3

  است؟ Aهم ارزي روي 
  

را بـه   Aي ، مجموعـه Aارزي روي ي هـم كـه هـر رابطـه    احساس كنيمتوانيم آساني مي به      
تر زير با معرفي نمادهايي كه بـه كـرات   صورت دقيقولي بحث را به. كندهاي مجزا افراز ميخانه

  .گيريممي پياستفاده مي شوند، 
  
  

    تعريف  7.1.4
xباشد و  Aي ارزي روي مجموعهاي همرابطه �اگر              A ي، آنگاه مجموعه  

  دسته،، ردههستند،  �ي در رابطه xرا كه با  A ي اعضايمتشكل از همه             
را با نمادهايي چون  آن وناميم مي �نسبت به  x يخانه كلاس، يا              

�
x   

  .دهيمنشان مي �xيا              
Aرا با  �هاي ي ردهي همهمجموعه                را دهيم و آننشان مي  �Aيا �

  پس . مي ناميم   �تحت  A خارج قسمتي مجموعه             
  /A x x A 

�
� 

 

    ارزي متفاوت، ممكن است متفاوت باشد، هاي همتحت رابطه xي از آنجا كه رده        
توان مطرح باشد، مي �ارزي ي همتنها يك رابطه بحثيالبته اگر در . كار برديمرا به �انديس 
جايرا حذف كرد و مثلاً به �انديس  

�
x نماد x كار بردرا به. 



  بحث در كلاس   8.1.4

دليلي بياوريد كه نشان دهد براي هر  -1 ,x x x A . 
  
ثابت كنيد كه اگر  -2   x y  آنگاهx y�. 
  
اي تك ي آن مجموعهباشد، آنگاه هر رده  Aي تساوي روي رابطه �روشن است كه اگر  -3

 عضوي است و لذا 

 
  
  

  
  /A a a A   

 
  

   

AAي خارج قسمتيحال مجموعه /
 .مشخص كنيد را  

ارزي ي هماگر رابطه -4          E 1,1 , 2,2 , 3,3 , 1,2 ,  را روي2,1

 A   در نظر بگيريم، آنگاه1,2,3
  
   

    /  A E 1,2 , 3  

  

  

  .صورت زير افراز كند را به Aاي بنويسيد كه ارزيي همارابطه   

    z           … 
 
x 

y 

3          1  

2 

               2 

1               3 



    در اين صورت. در نظر بگيريد Z را روي ،2،2يي به پيمانهتي همنهشرابطه -5
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,

  

  

    

  
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 

  
   

2

,

,

0

  

  

    

    

  

Z

Z

Z Z

Z Z

Z

m m

m m

m m l l

m m l l

k k

2 2

2 2

2 2

2 1
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ادامه دهيم، خواهيم ديد كه . . . ، -2،-1و . . . ، 3،4اگر اين روند را با       
2

/Z  تنها دو عضو
:دارد 0  و 1. كه  بزنيد حدس/

n
Z  يداراي چند رده است و رده  0  را نسبت بهn 

  .بيابيد
  

است،  اثبات اين لم بسيارآسان .توان انجام دادتر ميبالا را به كمك لم زير راحت 5بند         
  . آوريمرا براي آموزش ميولي جزئيات آن

  



  لم   9.1.4
x,اين صورت براي هر  در. است Aارزي روي اي همرابطه �فرض كنيم               y A،  
  داريم             

   x y x y  �  

  اثبات
نه با قسم ( هاي انعكاسي، تقارني، و تعدي استفاده كنيمبراي اثبات اين حكم بايد از ويژگي 

   :اي دو طرفه استگزاره اين حكم). !خوردن

1-    x y x y  � 

2-     x y x y �
 

  .كه بايد هر دو را اثبات كنيم

نتوانستيد، اگر  !ه دهيدئبحث بالا ارا 2د در بند يي اين حكم را احتمالاً توانستاثبات ساده -1
فرض . )زندگي نيز چنين است( بگيريدها به خوبي بهره شايد بايد بيشتر تلاش كنيد تا از داده

كنيم    x y .ارزي، داريمهاي همبر انعكاسي بودن رابطه بناx � x   و در نتيجه x x 
و لذا  x y يعني ،x y�. 

xفرض كنيم ! تراستقدري فنياثبات اين حكم  -2 y� .وخواهيم نشان دهيم كه دمي 
يمجموعه xو y  برابرند، يعني   x y  و   y x .براي اثبات   x y ،

zپس . z[x]كنيم كه فرض مي x� . از حالz x�  و فرضx y�  تعديو ويژگي 
zگيريم كه ارزي نتيجه ميهاي همرابطه y�  و لذا z y . براي اثبات   y x ،

كنيم فرض مي z y .پسz y�.  ازz y�  و فرضx y� گيريد كه نتيجه مي چطور
z x�  و لذا z x؟ 



را  Aي ، مجموعهAارزي روي ي هماحساس كرديم كه هر رابطه ،7.1.4قبل از تعريف        
 ي زير درستي اين احساس راقضيه .ها نيز اين احساس را تقويت كردندو مثال كندافراز مي
  .می کند  اثبات

  

    قضيه   10.1.4

A/ در اين صورت. است Aارزي روي اي همرابطه �فرض كنيم                     .است A افراز �

  اثبات  
  .را نشان دهيم 1.1.4بايد درستي سه شرط تعريف  
ሿݔAx، ሾبراي  هر  )الف(   ്   )كجا؟( ايمقبلاً ثابت كرده: ׎
/)پ(   �A A  :يعني هرAx عضو. در يك خانه استx در كدام خانه است؟  
A/هاي متعلق به مجموعه )ب(  . تر استاثبات اين قسمت قدري فني: دو به دو مجزا هستند �

آمد، بايد ثابت كنيم كه اگر  1.1.4تعريف  )ب(كه در بند  طورهمان   x y آنگاه ،
   x y  . از نامساوي بودن xو yدست كم  :درست استگيريد؟ چه نتيجه مي

  :زير بايد رخ دهدلت  يكي از دو حا
  
zيعني، . نيست  y][هست كه در x][در zعضوي چون  -1 x�  وليz y�. 
zعضوي چون -2  در' y  هست كه در x يعني، . نيستz x�   وليz x�.  

  
براي اثبات تهي بودن         x y فرض خلف ،   t x y  گيريم و را در نظر مي

  .رسيممي ضلذا به تناق. دهدبالا رخ نمي 2و  1دهيم كه هيچ يك از دو حالت نشان مي
tرض خلف ايجاب مي كند كه ف       x�  وt y� )بالا رخ دهد، از  1حال اگر حالت ) چرا؟

t x�  وz x� گيريم كه نتيجه ميt z�)و سپس  از   )چطور؟t z�  وt y�  نتيجه
zگيريم كه مي y�)ض باكه متناق) چرا؟ z y�  دقيقاً به . دهدرخ نمي 1است و لذا حالت

 .شودكنيم، و اثبات كامل ميرا نقض مي 2همين روش حالت 
  



توان حذف را ميتر نوشت، ولي آيا هيچ قسمتي از آنبتوان اثبات را خلاصهممكن است       
  !كرد؟
 

آيا . دهددست ميبه A، افرازي از  Aروي   ارزيي همدهد كه هر رابطهين قضيه نشان ميا      
دهد؟ دست ميبه Aارزي روي اي همرابطه Aعكس آن نيز درست است؟ يعني آيا هر افراز 

  !ديرا ببيني زير قضيه
  

                    قضيه   11.1.4
  Aارزي روي اي همبا تعريف زير رابطه ي باشد، آنگاه رابطه  Aافرازي از اگر                

  .است               
CyxCyx  ,,  

  اثبات
مجدداً ثابت . بديهي داشت است كه اثباتي 6.1.4بحث در كلاس  3اين قضيه دقيقاً همان بند 

  .است متعديو  ،تقارني، انعكاسي كنيد كه 
  

  بنديجمع   12.1.4
 ارزي يك افراز ي همطهبديديم كه دستگاهي وجود دارد كه از هر را 10.1.4 يقضيه رد      
      هم ارزي                                                            :سازدمي

    
�

  

  φ    

    
        /A �

  افراز  
  

  :سازدارزي مياي هماز هر افراز رابطهكند كه گاهي را مطرح ميتدس 11.1.4 يو قضيه

  افراز                                                       



                                                     

     

  

  هم ارزي                  

  
  : توانيم به يكديگر متصل كنيماين دو دستگاه را به دو صورت زير مي

                                     
�

    

      

        
/A �

      

                    
             




    

                    

        /A              

  

 
  :شوندال زير مطرح ميؤدو س

  است؟ �همان  آيا  )الف(

A/آيا   )ب(  همان  است؟  






  !است  مثبتال ؤبه هر دو سپاسخ دهد كه ي بسيار جالب زير نشان ميقضيه 

  

  قضيه   13.1.4
  ارزي حاصل از افرازي همرابطه و  Aارزي دلخواه روي اي همرابطه �اگر )الف(              

             /A   . �آنگاه   ، )10.1.4ي قضيه( باشد  �
  يقضيه(باشد   ارزي حاصل از ي همرابطه و  Aافرازي دلخواه از  اگر  )ب(              

  ./A ، آنگاه)11.1.4              
  
  

   اثبات
  ، A/~ارزي حاصل از افراز ي همرابطهبنابر تعريف ) الف(

CyxACyx  ,~,/  
  ، A/~و با توجه به تعريف 

~][,~/ aCAaAC   

  از طرف ديگر، 

  
  گيريم كه بالا نتيجه مي اگر و تنها اگرهاي از گزاره

yxyx ~  

  .�يعني، 

ܥدر نتيجه  . Cفرض كنيم  )ب( ് كنيم كهادعا مي. Caفرض كنيم. ׎

 ][aC  .ارزيي همرابطه بنابر تعريفحاصل از افراز،  

yxayx ~][, 



  
DCهايحال چون به ازاي خانه   در ،ܥ ת ܦ ൌ DCa، پس׎   امكانپذير

DCكه نيست مگر اين  . ،در نتيجه  

Cxax  ][  

Caxگاه ازآن Cxبرعكس، اگر ,  داريم][ax .،بنابراين ][aCو /A .
در واقع خانه  ][aشود كه هر رده زيرا مشابه استدلال بالا اثبات مي /Aبه علاوه، 

  .است در افراز aشامل 

DaxDaxax  ,,][
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