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برافروخت  ر ن     به  چراغ دل                                                                                               را فکرت آموخت   ن     م آنکه    به  

یانھدی شا  ه ر  

  ۹۷ن 

 دانشكده مهندسي هوافضا
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در و ماد ه  م  انمر تقد   م

ته تا در خداي را بسي شاكرم كه از روي كرم، پدر و مادري فداكار نسبيم ساخ

و از سايه  از ريشه آنها شاخ و برگ گيرم ،سايه درخت پربار وجودشان بياسايم 

اج توجودشان در راه كسب علم و دانش تلاش نمايم. والديني كه بودنشان 

وجود، پس  ر بودنم، چرا كه اين دوافتخاري است بر سرم و نامشان دليلي است ب

ا در اين وادي راز پروردگار، مايه هستي ام بوده اند دستم را گرفتند و راه رفتن 

ودن و انسان زندگي پر از فراز و نشيب آموختند. آموزگاراني كه برايم زندگي، ب

 بودن را معنا كردند....
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کسان« ا کسا که  دانند و کسا که ن دانند   »١ند؟آ

شگفتار     : پ

  : شت ت ان شه ه"آل ن اند عت را مصداق ساده ت ه ما این اجازه را  دهند که طب م  نون داشته ا ای تجار که تا
ط   م و قوان مرت ا استفاده از ابزارهای را محض ، مفاه م. من قانع شده ام که  توان  دان ل تصور  ا قا ننده کر

د  ل ا را که  دست آورد.  آن ند،  عت هس ا مناسب شناخت طب م ر ه مفاه دن  خش ام  ش ممکن است برای ال آزما
د بودن ساختا ار مف انه مع ش  نتاج کرد. البته آزما ه اس م را از تج ه طور قطع ن توان این مفاه رهای اشد ، اما 

ا مطلب است. بنابر  ه ر ت در جن ا خواهد بود ، اما خلاق  ر
ُ
ده دارم همان طور که ق ار من عق ک اعت ه  دما این 

ت نائل شود." ه درک واقع  تصور  کردند ، فکر محض  تواند 

روابط رياضي را بيشتر درك  و به ما كمك مي كند ارتباط پديده هاي فيزيكي و آناليز برداري نوعي تند نويسي رياضي است
در اين باب تأليف  منسجم ياين رو برآن شدم تا جزوه ااز  علم نشر آن استبا توجه به سخن امام كاظم (ع) زكات  كنيم.
فيزيكي و ارتباط آنها علوم  كه ضمن بيان روشهاي رياضي درو آن را به صورت رايگان در اختيار دانشجويان قرار دهم كنم 

استاتيك ،  ،سيس مهنداطيالكترومغن ، ، جبرخطي٢، فيزيك عمومي٢عمومي رياضي نياز شما را در دروسقسمتي از 
،مكانيك سيالات  .قع شودرا رفع كند و براي شما مفيد وا(رشته فيزيك) و ...١رياضيات مهندسي، رياضي فيزيك كدينامي  

بررسي  به طور كامل يريالمان گدستگاه هاي مختصات و ، آناليز برداري باتوجه به اينكه در اين جزوه سعي شده است *
وه را مطالعه نمايند و يا اينكه د برحسب نياز خود و ارتباط با درس مورد نظر  قسمت مربوطه از جزگردد دانشجويان مي توانن

  تمام مطالب جزوه را فراگيرند!! برحسب علاقه و به منظور يادگيري

  را به ترتيب مطالعه كنيد. مباحث ، براي فهم بهتربه دليل پيوستگي مطالب ، همچنين  

و مثال  وابط و فرمول هاجزوه و مناسب بودن آن براي مرور و جمع بندي از آوردن اثبات ربه منظور عدم افزايش حجم *
 غ نكنيد.يدر رانگيد به آن هادشنياز پ ،افتيد ي ديرا مف جزوه نيا البچه مطانچن خودداري شده است. هاي زياد

ند خواهد " م برای شما در مسائل م ا م ک ابزار ر ع مطالب این جزوه    "بود...  در مجم

  با آرزوي موفقيت براي شما در تمامي مراحل زندگي

  مهدي شاه رجبيان

  دانشجوي مهندسي هوافضاي دانشگاه صنعتي اميركبير

د از طرق زر  اد های خود را  توان شن د نظرات ، انتقادات و پ   : ه اطلاع بنده برسان

ID Telegram & Bale: @infiltrator1                              ID Instagram: master_m.sh 

Email : mahdi.sharajabian@gmail.com 

                                                           
ه١ ارکه الزُمَر آ ٩ .سوره م  



4 
 

ه صورت نموداری  ده مطالب    چک

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

ای جزوه**خلاصه  ط در انت   روا

مباحثی ازجبرخطی

فضای ) 2ميدان) 1
برداری

زيرفضای ) 3
برداری

استقلال ) 4
مختصات) 8بعد) 7پايه) 6تعامد) 5خطی

آناليز 
برداری

بردار

تعريف

بردارهای يکه

جبر برداری

جمع برداری

تفاضل برداری

ضرب برداری

ضرب اسکالر در بردار

ضرب داخلی

ضرب خارجیِ 

ضرب سه گانه

ضرب سه گانه اسکالر

ضرب سه گانه برداری المان های ديفرانسيلی

المان طول

المان سطح

المان حجم

توزيع های پيوسته

نکات المان گيری

توابع برداریحساب برداری

خم های پارامتری

حد و پيوستگی خم های 
پارامتری

مشتق خم های 
پارامتری

عملگر برداری مشتق توابع برداری
"دل"ديفرانسيلی 

گراديان

ديورژانس

کرل

لاپلاسين

مشتقات مرتبه دوم

انتگرال توابع برداری

انتگرال روی خم

انتگرال روی سطح

قضيه استوکس و گرين

قضيه ديورژانس

دستگاه های مختصات

منحنی الخطمتعامد

کارتزينمستقيم الخط

استوانه ای

کروی

منطبق بر مسير

غير متعامد
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دان ( )۱    )Fieldم

ا  عمل جمع و ضرب  عمل موسوم به اشياء گفته مي شود كه بين آنها دوميدان به هر مجموعه اي از: از منظر ر
  به شكل زير تعريف مي شود: تعريف شده باشد كه اين دو عمل همان خواص آشناي اعداد را دارا باشند. به طور دقيق ميدان

 يك دستگاه F, ,    شامل يك مجموعهF تابع (نگاشت) جمع  به همراه دو: F F F    ،  )A+B( 

: ضرب و F F F     ،)BA( :يك ميدان ناميده مي شود هرگاه خواص زير برقرار باشد  

0   ) اصل وجود عضو خنثي جمع١ F |  a F  0 a a        

a  اصل وجود عضو قرينه (وارون جمعي) )٢ F ( a) F |  a ( a) 0         

1   اصل وجود عضو خنثي ضرب )٣ F |  a F  1 a a       

1  اصل وجود وارون ضربي )٤ 1a 0 F  (a ) | a (a ) 1         

a,b  اصل جابجايي)٥ F a b b a       

  اصل توزيع پذيري ضرب نسبت به جمع )٦ a, b,c F a b c a b a c         

  جمع ) اصل شركت پذيري٧   a, b,c F a b c a b c         

  ) اصل شركت پذيري ضرب٨   a, b,c F a b c a b c         

aاوقات براي سادگي به جاي نماد تذكر: در بسياري از b  از نمادab .استفاده مي كنيم  

و ضرب متعارفي كه از آنها مي  به همراه جمع Cو اعداد مختلط  Rاعداد حقيقي  Qمجموعه هاي اعداد گويا *نكته:
  شناسيم مثال هاي مهمي از ميدان هستند.

1 ربيض وارون و a هر براي )-a(جمعي وارون وجود *نكته: 1
b

b
  

 
 مفاهيمي تا سازدمي قادر مارا صفر يرغ bهر براي 

aتقسيم و )b-a( تفريق چون

b
 
 
 

  .كنيم تعريف را 

ک  از   به تر عمومي طور به يا( مكان نقاط از يك هر به را فيزيكي كميتي هاآن در كه شودمي گفته مواردي به ميدان فيزيك، در : منظر ف
ست ا ٣يتانسور ترعمومي حالت در يا ٢اسپينور ،يبردار اسكالر،كميت  يكاز ياوستهيپ عيتوز،  دانيم. باشيم داده نسبت) زمان و فضا از نقطه هر

مثالي از ميدان اسكالر و ميدان پتانسيل الكتريكي مثالي از ميدان  دما در فضا ميدان.شود انياز مختصات فضا و زمان ب ياوستهيكه با توابع پ
  برداري مي باشد.

                                                           
2.Spinor 
3.Tensor 
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 )Vector space( فضای برداری )۲

و  Vدر نظر بگيريد و فرض كنيد يك عمل بين  ): +VVV (را همراه با عمل جمع برداري Vمجموعه غير تهي 
aصورتبه نام ضرب اسكالر به   Fميدان  x تعريف  شود كه در آنa F وx V مي باشد )VVF: (  در اين

,V)تحت عمل جمع و ضرب مذكور Vصورت گوييم مجموعه  , )   يك فضاي برداري روي ميدانF  مي باشد هرگاه
  شرايط زير همگي برقرار باشند:

x)  جمع                         . اصل بسته بودن تحت1 y) V x, y V   

x      . اصل جابجايي    2 y y x     x, y V   

x)  جمع. اصل شركت پذيري 3 y) z x (y z)       x, y,z V  

x  جمعوجود عضو خنثي اصل . 4 0 x    x V  |0 V 

y                                                  . اصل وجود عضو قرينه5 x  x y 0  x V   | y V     

a  . اصل بسته بودن تحت ضرب اسكالر6 x V   a F, x V  

a)  اصل توزيع پذيري (پخشي) ضرب نسبت به جمع. 7 b)x ax bx  a, b F x V,  

a(x  اصل توزيع پذيري (پخشي) ضرب نسبت به جمع. 8 y) ax ay   a F x, y V,  

a)  اصل شركت پذيري ضرب اسكالر. 9 b)x a (b x)    a, b Fx V,  

1                                                   اسكالر عضو خنثي ضربوجود اصل . 10 x x   x V  |  1 F  

ميدان اعداد حقيقي باشد  Fمي نامند و اگر  "اسكالر"را  Fضاي و اع "بردار"را  Vدر صورت برقراري شرايط فوق اعضاي 
V  فضاي حقيقي و اگر راF  ميدان اعداد مختلط باشدV .را فضاي مختلط گويند  

  فضاي اقليدسي سه بعدي           مثالي از فضاي برداري:  3V x, y,z | x, y,z     

  :نيز يك فضاي برداري است nبعد تعميم داد يعني nوان به نكته: اين فضا را مي ت*

د   : )Euclidean space( فضای اقل

مي نامند و با بعدي n بعدي يا فضاي اقليدسي nتايي هاي مرتب از اعداد حقيقي را فضاي اعداد حقيقي  nمجموعه تمام 
n.نشان مي دهند                                                               n

1 2 n 1 2 nx , x ,..., x | x , x ,..., x                                   

تايي مرتبي از اعداد حقيقي مانند nپس مي توان   n
1 2 nX x , x ,..., x  را به عنوان نقطه اي در فضايn  بعدي در

  نظر گرفت.
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با فرضاي برداري ميتوان همچنين براي اين فض 1 2 nA a ,a ,...,aو 1 2 nB b ,b ,..., b وnA,B وc  

 عمل جمع 1 1 2 2 n nA B a b ,a b ,...,a b       ، ضرب اسكالر در بردار   1 2 3cX cx ,cx ,..., cx   

ضرب داخلي     
n

i i 1 1 2 2 n n
i 1

A B A,B a b a b a b ... a b


         

  يا طول اقليدسينرم  و 
1

n 12
2 2 2 2 2
i 1 2 n

i 1

X x x x ... x X X


        
 
  .را تعريف كرد  

    .دارندانيك كوانتومي مورد استفاده قراردر زمينه هايي مانند نسبيت و مكانيك آماري و مك ٣از *نكته : فضاهاي با بعد بالاتر

  

رفضای۳   (Vector subspace)برداری  ) ز

باشد Vغير تهي از زيرمجموعه اي Wاست هرگاه  مفروض Fروي ميدان  Vفضاي برداري  W V  كه به خودي خود
  مي نامند. Vاز  زيرفضاي برداريرا يك  Wباشد آنگاه  Fيك فضاي برداري روي ميدان 

يرفضايي ز Wبراي آنكه  لازم و كافيباشد ، شرط  Fروي ميدان  Vغير تهي از فضاي برداري زير مجموعه  Wاگر قضيه: 
  نسبت به عمل جمع و ضرب اسكالر بسته باشد به عبارت ديگر : Wباشد آن است كه  Vاز 

1 2rw w W    1 2w , w Wr ,  

  اند. nزيرفضا هايصفحه هاي گذرنده از مبدا نكته: *

نتيجه: مجموعه بردارهايي كه ابتداي آنها مبدا مختصات و انتهاي آنها در يك صفحه قرار دارد فقط به شرطي زيرفضا *
 هستند كه آن صفحه از مبدا مختصات بگذرد.

  

  )Linear independence( ) استقلال خ۴

ر نمي شود مگر اينكه همه ضرايب آن تركيب به مجموعه اي از بردارها كه هيچ تركيب خطي از آنها صف: مستقل خ
  گويند به عبارت ديگر: "مستقل خطي"خطي صفر باشند 

مجموعه باشدبرداري روي فضاي يك Vاگر 1 2 nv , v ,..., v Vستقل خطي گوييم هرگاه به ازاي هرمرا

1 2 nc ,c ,..., c   1چنانچه داشته باشيم 1 2 2 n nc v c v ... c v 0      1بتوان نتيجه گرفت 2 nc c ... c 0    

  و مفهوم آن اين است كه هيچ يك از بردارها در راستاي ديگري تصوير ندارد.

0 تذكر: درتساوي اول V  0(صفر برداري) و در تساوي دومد(صفر اسكالر) مي باش.  
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مثال: مجموعه       1 2 n
ˆ ˆ ˆe 1,0,...,0 ,e 0,1,0,...,0 ,..., e 0,...,0,1    يك مجموعه مستقل خطي درn 

 است.

  .را توليد كنند مستقل خطي اند nبرداري كه nنكته: هر*

سته خ اگر مجموعه :وا 1 2 nS , ,...     مستقل خطي نباشد مي گوييمS خطي است. وابسته  

Oكه شامل بردار صفر Fروي ميدان  V*نكته: هر زيرمجموعه از فضاي برداري  (0,...,0)


  باشد وابسته خطي است. 

براي  ت كه اين سه بردار هم صفحه باشند وتنها وقتي وابسته خطي اس 3*نكته: مجموعه اي از سه بردار در فضاي 
ه بردار صفر باشد پس سحجم متوازي السطوح توليد شده توسط اين بايد از نظر هندسي  سه بردارهم صفحه بودن بررسي 

 ه بردار صفر باشد يعني: سكافيست دترمينان ماتريس متناظر با اين سه بردار يا عبارت معادل آن يعني ضرب مختلط اين 

با فرض      1 2 3 1 2 3 1 2 3C c ,c ,c ,B b , b ,b ,A a ,a ,a  
 

          :    شته باشيماد  
31 2

1 2 3

21 3

aa a

A B C b b b 0

cc c

   
 

  

  )Orthogonality( ) تعامد ٥

 بردارهاي nدر فضاي   1 2 nA a ,a ,..., a


و  1 2 nB b ,b ,..., b


رب داخلي اصل ضگويند هرگاه ح "٤متعامد"را  

1 آنها صفر شود يعني: 1 2 2 n nA B a b a b ... a b 0        
 

Aد را به صورواين تعام  B  دهند.نشان مي 

  

ه ٦ ا  ()Basis(   

مجموعه  :تعريف 1 2 nS , ,...    (يا زيرفضاي) فضايبراي  پايه را يك V شد و گوييم هرگاه مستقل خطي باV  را
  . (بپيمايد) توليد كند

مثال: مجموعه       1 2 n
ˆ ˆ ˆe 1,0,...,0 ,e 0,1,0,...,0 ,..., e 0,...,0,1    در آنت كه مجموعه اي اس  

را توليد nاست و nيك مجموعه مستقل خطي درعدد يك و بقيه مؤلفه ها صفر است .اين مجموعه  iêام  i لفهؤم 
لخواهعضو دمي كند زيرا  n

1 2 na a ,a ,...,a  1ترا مي توان به صور 1 2 2 n n
ˆ ˆ ˆa a e a e ... a e    

  (متعارف) مي گويند. استاندارداست و به آن پايه nنمايش داد بنابراين اين مجموعه يك پايه براي

  

                                                           
4.orthogonal 
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فضاي برداري توليد شده توسط بردارهاي  Vاگر  قضيه:  1 2 k, ,...    باشد و 1 2w , w ,..., w زيرمجموعه اي 
  باشد آنگاه داريم: Vمستقل خطي از

١ (k   

٢ ( 1 2 k, ,...   را مي توان با حذف بعضي از اعضايش به يك پايه برايV .تقليل داد  

٣(  1 2w , w ,..., w .را مي توان با افزودن بردارهايي به يك پايه گسترش داد  

٤( V و هر دو پايه براي داراي پايه استV .داراي تعداد اعضاي برابراند  

  كه با متناهي بردار توليد مي شوند داراي پايه اند. nطبق قضيه بالا زيرفضاهاي

  است. nپايه اي براي nعضوي در n*نكته: هر مجموعه مستقل خطي 

تايي  nي همه ي  ومجموعه Vتناظري يك به يك بين مجموعه ي همه بردارهاي  Vكته: هر پايه براي فضاي برداري*ن
  برقرار مي سازد. nFهاي

  بيشتر نيست. nداراي پايه اي است كه تعداد اعضايش از  nهر زيرفضاي قضيه:

ک* ه متعامد  ب داخلي و ضر صفرپايه اي كه ضرب داخلي هر دو عضو متفاوت آن  :)basis rthonormalOه(ا
به عبارت ديگر اگر پايه  باشديك آن در خودش  هرعضو 1 2 n, ,...,   :را در نظر بگيريم داريم 

i                                                      . موسوم است "٥دلتاي كرونكر"به  ijكه در آن  j ij

1 ; i j

0 ; i j


      

                

عد (٧  (Dimension(  

نمايش مي  dim (V)با  را بعد آن گوييم و V عداد اعضاي هر يك از پايه هاي فضايتمفروض باشد  Vاگر فضاي برداري 
يچ مجموعه مستقلي از بردار باشد ولي شامل ه mتقلي از حاوي مجموعه مس Vبه عبارت ديگر اگر فضاي برداري  دهيم.
m+1  بردار نباشد آنگاهV دارا ي بعد m   است وdim (V)=m 

             مختصات تعداد داقلح عنوان به رسميغير طور به) شيء يا( رياضي فضاي يك ابعاد ، رياضيات و فيزيك در*نكته:   
 جسم، يك ابعادعبارت ديگر . بهشود مي تعريفروي شيء   نقطه هرتعيين موقعيت  براي نياز مورد(يا پارامتر هاي مستقل) 

  .كند مي حركتجسم  اين روي كه است نقطه يك آزادي درجه تعداد

  .پارامتر براي تعيين مختصات لازم است nودقيقاً  nبعدي تعداد  nدر فضاي *نكته:

                                                           
5. kronecker delta 



10 
 

  )Coordinate) مختصات (۸

ا :  ف از منظر ر   تع

ن يك پايه مرتب مانندبا داشت 1 2 nS , ,...     براي فضاي برداريV  هر عضو آن كاملا با ،n اعداد  تايي مرتب از 

1 2 nx , x ,..., x F:به صورت زير مشخص مي شود             
n

i i 1 1 2 2 n n
i 1

x x x ... x


           وV 

به اين ت .مستقل خطي اس Sچراكه  نمايشي منحصر به فرد به شكل بالا دارد Vانندفضاي برداري م عضو در واقع هر
1اعداد  2 nx , x ,..., x مختصات بردار پايه نسبت به S گويند. به اين ترتيب هر عضوV با يك عضوnF مي  متناظر

مي گويند وآن رابا Sدرپايه  شود كه به آن نمايش بردار S نمايش ميدهند:               

      n
1 2 nS

x , x ,..., x F     1 1 2 2 n nx x ... x         

,ر*نكته: براي ه V    و هرr F                                                    : داريم     S S S
r r         

اه مختصات   بعدي nاسكالر(عددي) با فضاي  كميت nاز اي مجموعه  ٦يك به يك تناظردستگاهي براي :  دست

ك دستگاه مختصات مي يفضاي برداري بردار هاي مستقل خطي در آن فضا (بردار هاي پايه) تشكيل در يك  *نكته مهم :
   دهند به طوري كه تعداد محور هاي مختصات برابر بعد آن فضاست.

  .تغييري نكندبردار  نوشت با اين ويژگي كه بردارهاي يكه (پايه) هردستگاه مختصات*نكته :هربردار را مي توان برحسب 

کتع   : ف از منظر ف

داريم و بايد با اعلام  مرجعدر محيط پيراموني خود نياز به  ٨جسم صلبيا  ٧ذرهبراي مشخص نمودن موقعيت (مكان) يك 
 اعدادي كه از روي اين مراجع استخراج مي شود موقعيت آن ذره را به صورت نقطه اي منحصر به فرد تعيين نمود. همچنين

درسيستم  نمود. تفاده از مختصاتي كه نسبت به محورهاي ثابت سنجيده مي شوند، تشريححركت ذرات را مي توان با اس
برابر با درجات آزادي آن شيء در آن  ٩فضاي فاز هاي فيزيكي تعداد پارامتر هاي لازم براي تعيين مختصات يك شيء در

 سيستم است.

                                                           
۶ .  :( ا تابع دوسو ک ( ه  ک  ان اعضا تناظر  گر جفت تا م ک عضو از مجموعه د قا  ا دق ط این که هر عضو از هر مجموعه  ه  ی دو مجموعه است 

اشد ودر هیچ دون جف وجود ندارد کدام ازمجموعه  شده  گر  ها هیچ عضو  ک عضو در مجموعه د ا  ک و تن ک مجوعه  ه ازای هر عضو در  ه گونه ای که 
ه وجود دارد.چنان ک  ک تناظر  ا هم برابرند. ک ب دو مجموعهچه  اشد، تعداد اعضای آن دو مجموعه    ی متنا برقرار 

ا جانما مشخص است که  )particle.ذره (۷ ک ذره جسم کوچ  ک،  تا کوچ از ماده است. در ف س خش گسستهٔ  ا  ار جز (تکه)  س توان : مقدار 
ژ  ا متعددی رامو م ک، منظوراز ذره، جس است که برای مدلهای ف و ش ان سب کرد. درم ه آن من ا جرم  عاد آن  انند حجم   ف سازی آن بتوان از ا

جه، دوران برای ذره،   ا برای آن جرم در نظر گرفت.درن ا نظرکرد وتن جا درسه راستا) دارد. ۳مع است وهر ذره درفضا، تن ان جا   درجهٔ آزادی(ام
ست گفته )rigid bodyب (جسم صل . ۸ ه س ا شود که شامل تعداد زادی ذ:  و وارد شود  ه جسم ن ت هست که فاصلهٔ ذرات ح در صور که  رات ثا

اشند.  ت بهم حرك نداشته  س ل دهنده آن  شك ت است. در واقع جس که هيچ دو ذره اي از ذرات  گر همواره ثا کد   حرکت کند از 
ش داده ) Phase Space.فضای فاز(۹ ک نقطه نما ا  ستم در فضای فاز  ستم .هر حالت س ک س شود. در : فضا است شامل تمام حالات ممکن برای 

انه ان و ت ک عموما فضای فاز شامل تما مقادیر ممکن م ان ش داده (مومنتوم)  م ک محور نما ا  ستم  ه شود. است.در فضای فاز، هر درجه آزادی س
ک تک ذره آزاد در فضای  ان و محور برای مولفه ۳عدی، شامل  ۳عنوان مثال فضای فاز  انه است. محور برای مولفه ۳های م   های ت
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وقعيت مبراي بيان  لمستقامتر) هاي مختصه (پار حداقل تعداد: )Degrees of freedom()DOF( درجه آزادی  
  يك سيستم يا به عبارتي پيكربندي وضعيت (انتقالي ، دوراني يا هر دو) و 

  .*نكته : وجود هر قيد روي سيستم درجه آزادي سيستم را يك درجه كاهش مي دهد

رجه د دوداراي  صفحهو در  محور مختصات)سه  راستاي در يانتقالحركت درجه آزادي ( سهمثلا يك ذره در فضا داراي 
ي فضاي درجه آزادي است. سه درجه براي حركت در سه راستا ششآزادي است در حالي يك جسم صلب در فضا داراي 

كه در دستگاه مختصات  )١١وضعيتحول هر يك از محورها ( (دوران) ) و سه درجه براي چرخش١٠موقعيت( سه بعدي
شي در يك لحظه مشخص، به عنوان چرخشي كه نسبت به يك مرجع  زواياي يك اينرسي زواياي اويلر ناميده مي شوند.

  .شوددر فضا صورت گرفته، مطرح مي فرضي

توسط  توانيرا م با مرجع ثابت) يمختصات سه بعد ستميس كي ايجسم صلب ( كيچرخش  لر،يچرخش او هيبر اساس قض
رخش ر طي چاين محور، يك بردار واحد است كه د كرد. فيمحور توص كيچرخش حول  كي

ماند. مقدار زاويه نيز به جز علامت آن منحصر به فرد خواهد بود   صورت گرفته بي تغيير باقي مي
توسط حداقل سه پارامتر  توانيرا م يچرخش نيچن.شودمي كه توسط جهت محور چرخش تعيين

واپيما مثلا براي يك ه.دهنديم شيرا نما يسه درجه آزاد كه كرد فيتعر گانهيبه صورت  يقيحق
مكان و  ،با داشتن شتاب هواپيما كه از سنسورها بدست مي آيد و حل معادلات حركت داريم :

سراغ به  نسبت به زمين هواپيما دوراني موقعيت هواپيما بدست مي آيد اما براي دانستن وضعيت
  :رويم اويلر و زواياي اويلر مي 

 سمت) و pitch( فراز،  )rollزواياي اويلراند كه به ترتيب بيانگر غلت (  و وزواياي 
)yaw(  سنجيده مي شوند. ١٢هستند كه نسبت به دستگاه مختصات اينرسي  

* roll طولي (چرخش هواپيما حول محوره آن غلت مي گويند كه بxدانجام مي شو١٣) است كه توسط شهپر. 

*pitch ميگويند چرخش حول محور عرضييا فراز  گام،تاب كه به آن)y(شود.انجام مي١٤سكان افقيست كه توسط ا  

*yaw  حول محورعمودي هواپيماكه به آن گردش مي گويند)z(انجام مي شود. ١٥ه توسط سكان عمودياست ك  

اين جزوه اكتفا مي كنيم براي *براي بحث زواياي اويلر و جهت گيري جسم صلب در فضا به همين اندازه در 
  .مراجعه كنيد  2يادگيري مطالب بيشتر مي توانيد به كتاب ديناميك و همچنين مكانيك پرواز

                                                           
10.position 
11.attitude or orientation 

۱۲ . (inertial coordinate system )اشد وطبق قان ه ای نداشته  اه مختصا که شتاب خ و چرخش زاو وهای وارد برآن دست ع ن ون اول نیوتون مجم
کنواخت خود ادامه  دهد .  ه حرکت  دون چرخش  ت ،  عت ثا ا ا  ن است  ا سا س  اشد    صفر 

13.aileron 
14. elevator 
15. rudder 
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  )Vectorبردار (

ف بردار Aيك پاره خط جهت داركه ابتدا و انتهاي آن مشخص باشد. يك بردار را به صورت: تع


  نشان مي دهند.Aيا  

ردار به عنوان يك عنصر از كلمه بردار به معناي حامل ميباشد و از يك كلمه لاتين به همين معنا گرفته شده است. يك ب
  مولفه است. nبعدي داراي  nفضاي برداري تعريف ميشود و در فضاي 

 .٢و راستا. ١(كه منظور از جهت مشخص بودن ١٨جهتو  ) ، مقدار يا بزرگي١٧رمنُ ( ١٦اندازههر بردار داراي دو مشخصه *
 است. ) بردار روي اين راستا و سوي سمت

A *اندازه هر بردار را به صورت


A(بعضا به صورت 


ما نمايش قبلي صحيح تر است و تفاوت با قدر نمايش مي دهند ا

Aدهند و اگر بردارنشان مي مطلق را نشان مي دهد) 


به صورت n در فضاي  1 2 nA a ,a ,..., a


آنگاه اندازه باشد   

Aبردار


به صورت  
1

n 2
2 2 2 2
1 2 n i

i 1

A a a ... a a


       
 



 بدست مي آيد. 

 است.١٩يرناپذرييتغ تيكم كيبردار گريبه عبارت د مان بردارخواهد بوده تاً يشود نهاريتصو يبرداردرهردستگاه كيتذكر:  

که (  )Unit vectorبردار 

نيز مي گويند. بردار جهت برداره كار مي رود به همين دليل به آن كه براي مشخص كردن جهت بردار در فضا ب واحدبرداري است با اندازه 

Aيكه بردار


نشان مي دهند و  Aûباويا  Aê ،Aâيا با   )به معني يكه بودن بردار است " ^ " ٢٠علامت هت( Âرا با  

A

A
ê

A


   پس مي توان نتيجه گرفت برداربدست مي آيدA


Aرا مي توان به صورت 

ˆA A e
 

    نوشت.

ه ا   :  )Basis vectors(بردارهای 

بردارهاي يكه در جهت محورهاي مختصات هستند كه مستقل خطي اند و هر بردار را مي توان بر حسب اين بردار هاي 
  سه بعدي داريم:   ينيكه در دستگاه مختصات مورد نظر نوشت.مثلا در دستگاه كارتز

ˆ ˆ ˆi j k 1         و ˆẑ k 0,0,1        و ˆŷ j 0,1,0       و ˆx̂ i 1,0,0    

Aوبردار 


xرا مي توان به صورت   y z
ˆ ˆ ˆA A i A j A k  


  . در اين دستگاه نوشت 

                                                           
 
16.magnitude   
17.norm  
18.direction 
19.invariant                                           
20.hat 
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  ي مسائل فيزيكي با دو نوع كميت سر و كار داريم :در بررس

الر ( ت اس   سكالر) مي گويند.كميت هايي كه فقط داراي اندازه هستند كميت نرده اي (ابه  :)Scalar quantityم

  مانند جرم و انرژي 

ت برداری    : (Vector quantity)م

توان نام هاي برداري كه ميترين كميتمهمپيروي كند.  ريجمع برداو از قاعده  نيز باشد جهتو  اندازه داراي كهكميتي 
  از:اند برد، عبارت

  و... و مغناطيسي كي هاي الكتريميدان -٥نيرو  -٤شتاب  -٣سرعت  -٢مكان  -١ 

 Vector algebra)ج برداری(

  : (Vector addition) برآیند (جمع) برداری. 1
  :دو روش براي جمع بردارها با نمايش هندسي  نهايي خواص بردارهاي اوليه را داشته باشد.برداري است كه به ت، بردار برآيند چند بردار 

 .روش متوازي الاضلاع:1

A,Bاين روش مناسب براي جمع دو بردار است كه ابتدا دو بردار 
 

را از يك نقطه رسم مي كنيم سپس از انتهاي هر كدام 
م مي كنيم تا يك متوازي الاضلاع ساخته شود برداري كه ابتداي دو بردار را به راس مقابل خطي موازي بردار ديگر رس

Cمتصل مي كند (قطر بزرگ متوازي الاضلاع) بردار برآيند است و آن را با


نشان مي دهيم كه   
C A B 
  

A اگر اندازه هر بردار را به صورتو   a, B b, C c  
 

نشان دهيم آنگاه  

Cاندازه بردار 


از رابطه   2 2c a b 2abcos    بدست مي آيد كه در آن    زاويه بين

A,Bدو بردار 
 

  است. 

  *حالات خاص :

c                                                                   اندازه دو بردار مساوي باشد:  2a cos
2

   
 

      a b   

c                                                                       دو بردار هم جهت باشند:           a b       0   

c                                                                    دو بردار خلاف جهت هم باشند:  a b             

2                                                                  دو بردار بر هم عمود باشند:      2c a b         
2
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  : )چند ضلعي( ابتدا به انتها .روش2

كرده از انتهاي بردار اول بردار دوم را رسم كرده و هر بردار را به دنبال بردار ابتدا يك بردار را رسم 
ديگر در انتهاي آن رسم مي كنيم.حال برداري كه ابتداي بردار اول را به انتهاي بردار آخر وصل كند 

  بردار برآيند است.

  بردار مناسب است. ٢حالت خاص اين روش روش مثلث است كه براي 

  .ارها خاصيت جابجايي و شركت پذيري برقرار استدر جمع برد*

A*برآيند سه بردار زماني صفر است كه تشكيل مثلث بدهند B C O  
  

. با 
با فرض اين شرايط دو قانون معروف سينوس ها و كسينوس ها را 

A a, B b, C c  
 

  :براي اين مثلث مي توان نوشت 

     
a b c

sin sin sin
 

  
                           و                  

 
 
 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

a b c 2bc cos

b a c 2accos

c a b 2abcos

    
    
    

 

  :  (Vector subtraction)تفاضل برداری. 2

منفي بردار را به صورت برداري با همان اندازه ولي در جهت مخالف تعريف مي ، براي تفريق دو بردار 
آنگاه   كنيم A B A B   

   
دو بردار را از يك نقطه رسم مي كنيم سپس روش هندسي . براي  

  مي كنيم تا بردار تفاضل بدست آيد. وصلانتهاي بردار دوم(منفي) رابه انتهاي بردار اول (مثبت) 
D A B 
  

A اگر اندازه هر بردار را به صورتو   a, B b, D d  
  

نشان دهيم آنگاه اندازه بردار  

D


از رابطه   2 2d a b 2ab cos    بدست مي آيد كه در آن    زاويه بين دو بردارA,B
 

  .است 

a*در حالت خاصي كه اندازه دو بردار برابر باشد    b رابطه اندازه بردار تفاضي ازd 2a sin
2

   
 

     بدست مي آيد.

در حالت كلي از نظر تحليلي با داشتن مؤلفه هاي يك بردار (تصوير بردار در جهت هر يك از بردار هاي پايه دستگاه 
  ميتوان به صورت زير انجام داد:جمع و تفاضل برداري را مختصات) 

اگر دو بردار 1 2 nA a ,a ,..., a


و  1 2 nB b ,b ,..., b


با توجه به پايه آنگاه  nA,B كه  را در نظر بگيريم  
كه مجموعه  nاستاندارد فضاي       1 2 nˆ ˆ ˆe 1,0,...,0 ,e 0,1,0,...,0 ,..., e 0,...,0,1  :مي باشد داريم  

     1 1 1 2 2 2 n n n
ˆ ˆ ˆA B a b e a b e ... a b e       
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 (vector multiplication) ب برداری. 3

الر) در بردارب   (Scalar multiplication)عدد(اس

اگر بردار 1 2 nA a ,a ,..., a


Aبرابر مي شود و جهت بردار ، اندازه بردار ضرب كنيم را در عدد اسكالر


به  
 كند.  و اگر مثبت باشد تغييري نمي نفي باشد جهت بردار قرينه مي شودم اگر علامت عددبستگي دارد: علامت 

A A  
 

و           1 2 nA a , a ,..., a    


 

 ): Inner productب داخ (

يك عمل دوتايي بين دو بردار در   نيز ناميده مي شود  ٢٢اي ضرب نقطهو يا  ٢١)اسكالر (ضرب عدديضرب داخلي كه 
  است. عددبعدي اقليدسي است كه نتيجه آن يك  nفضاي برداري 

ف:  اگر دو بردارتع 1 2 nA a ,a ,..., a


و  1 2 nB b ,b ,..., b


آنگاه ضرب  nA,B كه  را در نظر بگيريم  

                ررا به صورت رو به رو تعريف مي كنيم:       داخلي دو بردا
n

i i 1 1 2 2 n n
i 1

A B a b a b a b ...a b


    
 

     

2در فضاي  3, ير است كه درآناگر زاويه بين دو بردار را داشتيم تعريف دومي نيز براي ضرب داخلي به صورت ز 
Aدو بردار(كوچكترين) زاويه بين 


Aاست و و , B

 
  نرم دو بردار هستند:

0       و A B A B cos  
  

  

                                      : بدست مي آيد  در فضاي سه بعدي 1 1 2 2 3 3A B a b a b a b A B cos     
  

               

  nA,B,C,  t: با فرض ضرب داخلي اصخو

١ (
2

A A A 0  
  

  

Aخاصيت جابجايي :  ) ٢ B B A  
  

 

خاصيت توزيع پذيري : ) ٣ A B C A B A C     
     

  

خاصيت شركت پذيري : ) ٤     tA B t A B A tB    
    

 

 

                                                           
21.scalar product 
22.dot product 
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ردا ب داخر   : های 

ه ب دو بردار با استفاده ازرابطه : زاو A B A B cos  
  

 مي توان فرمولي براي بدست آوردن زاويه بين دو 

0                                   بدست آورد: بردار        1  و A B
cos

A B

   
 
 

 
       A B

cos
A B


 

 
     

مي دانيم  : نامساوی کو شوارتز cos 1   آنگاه با توجه به  A B
cos

A B


 

 
  نتيجه مي گيريم كه  

     
A B

1
A B




 
   

ر بردار (   )Vector projectionتص

aبردار (مؤلفه)اي بدست آوردن تصويربر
در جهت بردارb


aكافيست بردار
 را در بردار جهتb


 ضرب كنيم. به بيان رياضي:  

 دو بردار باشد :  زاويه بينبا فرض اينكه زاويه b b

a b
ˆa a e a cos

b


    

    

aو بردار آن به صورت زير بدست مي آيد: 
b 2b

a b
proj a b

b


 




 
 

از اين كاربرد در بدست آوردن مؤلفه هاي يك بردار در راستاي محور هاي مختصات مي 
xتوان استفاده كرد : مثلا   

ˆA A i 


yو 
ˆA A j 


zو  

ˆA A k 


  

 )Exterior productب خار (

 ٣ نيز ناميده مي شود يك عمل دوتايي بين دو بردار در فضاي٢٤ضرب ضربدري و يا  ٢٣ضرب برداريضرب خارجي كه 

  اوليه است. عمود بر دو بردار بردارياست كه نتيجه آن  بعدي اقليدسي

با در نظر گرفتن دو بردار 1 2 3a a ,a ,a
 و  1 2 3b b ,b ,b


در فضاي سه بعدي اقليدسي بردار حاصل  

aاز ضرب خارجي اين دو بردار را به صورت  b
 

نمايش مي دهند كه اندازه آن به صورت   
 a b a b sin   بدست مي آيد كه در آن زاويه بين دو بردارa


bو 


 است و جهت آن با استفاده 

 از قانون دست راست تعيين مي شود.

                                                           
23.vector product 
24.cross product  

A B A B 
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را در وضعيتي قرار مي دهيم كه بين انگشت شست و چهار  راستابتدا انگشت شست و چهار انگشت  دست 
را به گونه اي در جهت  )ئمه ايجاد شود حال اگر چهار انگشت (انگشت اشارهزاويه  قا ، انگشست چسبيده به هم

aبردار اول (


b( در جهت بردار دومانگشت مياني ) () قرار دهيم كه جهت بسته شدن چهارانگشت


و بسته ) باشد 
aآنگاه انگشت شست جهت بردار ضرب خارجي دوبردار را جاروب كند، شدن انگشتان زاويه b

 
را نشان خواهد  

  داد.

 در صورت نداشتن زاويه بين دو بردار ضرب خارجي دو بردار با داشتن مولفه هاي دو بردار از رابطه زير بدست مي آيد:*

     2 3 1 3 1 2
1 2 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1

2 3 1 3 1 2
1 2 3

ˆ ˆ ˆi j k
a a a a a aˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆa b a a a i j k a b a b i a b a b j a b a b k
b b b b b b

b b b

          
 

 

ضرب خارجي دو بردار برابر است با مساحت متوازي الاضلاعي كه اين دو بردار دو ضلع نكته: اندازه *
s مجاور آن را تشكيل مي دهند. a b 

 

  خواص ضرب خارجي : 

١( a a 0 
 

) خاصيت جابجايي ندارد ٢                        a b b a   
  

 

 صيت توزيع پذيري) خا٣ a b c a b a c     
     

     ٤ (       ra sb rs a b  
  

   و     
a b

tan
a b


 




 

) خاصيت شركت پذيري ندارد ٥   a b c a b c    
      

a,bاتحاد لاگرانژ براي دو بردار*


         :      2 2 22 a a a b
a b a b a b

a b b b

 
     

 

     
    

انه   ب سه 

الر انه اس ب مختلط)ب سه  ))Scalar triple product(                                                     
با فرض      1 2 3 1 2 3 1 2 3c c , c ,c , b b , b ,b ,a a ,a ,a  

   ضرب سه گانه اسكالر به

تصور 
31 2

1 2 3

21 3

aa a

a b c b b b

cc c

  
  با ساخته شده  ٢٥بيانگر حجم متوازي السطوح تعريف مي شود و

سه بردار      1 2 3 1 2 3 1 2 3c c , c ,c , b b , b ,b ,a a ,a ,a  
 

است :  pv a b c  
 

   

                                                           
25.parallelepiped 
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       ) در ضرب مختلط سه بردارجايگشت دورانيتبديل دوري (*     a b c b c a c a b       
         

,a*با در نظر گرفتن سه بردار  b, c
 

  نكات مهم زير بدست خواهد آمد : 

,aبردارشرط عمود بودن دو  b
   :a b 0 


,aشرط موازي بودن دو بردار                              b

   :a b 0 


  

,aشرط هم صفحه بودن سه بردار b, c
       : a b c 0  

   

 

انه برداری ب مضاعف) ب سه  ) )Vector triple product(  

با فرض      1 2 3 1 2 3 1 2 3c c , c ,c , b b , b ,b ,a a ,a ,a  
  :ضرب سه گانه برداري به صورت زير تعريف مي شود  

     a b c a c b a b c     
         

* a b c 
 

aعمود بر دو بردار يبردار 


bو  c
 و موازي صفحه شامل دو بردارb


cو
.مي باشد  

                                                                            *نكته :                      a b c a c b b c a     
                                       

*ضرب سه گانه برداري خاصيت عدم شركت پذيري دارد :   a b c a b c    
      

                                                 :     اتحاد ژاكوبي *       a b c b c a c a b O 0,0,0         
          

,a,bدر حالت كلي براي چهار بردار  اتحاد لاگرانژ* c,d
          :                                 a c a d

a b c d
b c b d

 
   

 

    
    

Xتعيين بردار مجهول*


Bبا معلوم بودن بردار هاي 


Aو


Bبه طوري كه Cو مقدار A X , C A X   
    

 

2

CA B A
X

A

 


  
          2

A B A A X A X A A A X CA A X         
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  )Elementالمان  (

براي بررسي تغييرات يك  به عنوان نماينده اي از كل جسم از جسم است كه ديفرانسيلي يسيستم يا عنصر ، در واقع المان
كاربرد المان اين است كه پس و جهت تغييرات متغيرها در آن حائز اهميت است. نتخاب مي شودروي جسم ا (متغير) كميت

  از بررسي انجام شده مي توان با انتگرال گيري نتيجه را به كل جسم تعميم داد.

س فرا   : المان های د

  )length element)(line element(المان خط)( ) المان طول۱

dكه بايك كميت برداري است 

 ياdr

  آن با فاصله بين محل قديم نقطه مورد نظر تا محل  اندازهنمايش داده شده و
جديد آن پس از نمو يافتن برابر است. بردار يكه نشان دهنده جهت بردار المان طول نيز در راستاي خط واصل محل قديم 

  براي مثال در مختصات كارتزين داريم: يد آن پس از نمو يافتن مي باشد.نقطه مورد نظر تا محل جد

x y z
ˆ ˆ ˆd d d d dxi dyj dzk     

   
    

  (Area element)(Surface element)) المان سطح۲

dAيك كميت برداري است كه با 


dsيا  


يك از  درهر طول المان مؤلفه نمايش داده شده و از حاصل ضرب خارجي دو 
  مثال در دستگاه كارتزين داريم :  د. برايجهات محورهاي يك دستگاه مختصات بدست مي آي

   z x y
ˆ ˆ ˆds d d dxi dyj dxdyk    

  
  

از نمو دو پارامتر كه اندازه اين بردار برابر عبارت است از مستطيل حاصل  در مختصات كارتزين در واقع بردار المان سطح
  .كه جهت آن رو به خارج سطح است طيل المان و بردار يكه آن بردار يكه عمود بر سطح خواهد بودمساحت مست

dsˆبردار يكه عمود بر سطح باشد رابطه n̂*اگر dsn


 همواره برقرار است. 

  نشان دهنده المان سطح است.dsبيانگر طول قوس است در بقيه مباحثdsتذكر : به جز در مبحث خم هاي پارامتري كه

  (Volume element)المان حجم ) ۳

1كه در هر دستگاه مختصات از رابطه نمايش داده مي شود dvيك كميت اسكالر است كه با 2 3dv d (d d )  
  
   

در واقع المان حجم عنصر ديفرانسيلي سه بعدي كوچكي است كه از كنار هم چيدن آنها مي توان حجمي را يد.بدست مي آ
3          گاه كارتزين داريم:   براي مثال در دست  در فضا به وجود آورد.

ˆd dzk

       2و

ˆd dyj

      1و

ˆd dxi

  

                              در نتيجه :          1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆdv d (d d ) dxi dyj dzk dxi dydzi dxdydz        

  
    

  تذكر :اين المان ها برحسب نوع مسئله هم به صورت بردار هم به صورت اسكالر به كار مي روند.
  اين المان ها را به طور كامل تر در مبحث دستگاه هاي مختصات منحني الخط متعامد بررسي خواهيم كرد.
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ــــع ه   ای پیوسته توز

  به صورت پيوسته باشد (جسم يكنواخت)   جرماگر در جسمي توزيع 

 مختصات مركز جرم:

c.o.m

zdm zdm
z z

Mdm
   


    ,    c.o.m

ydm ydm
y y

Mdm
   


    ,    c.o.m

xdm xdm
x x

Mdm
   


  

  داريم : دونمايش داده مي ش dmبراي عنصر ديفرانسيلي جرم كه با 

ک ١ ـــع پیوسته جرم در امتداد  ـ ا خ  منح )توز   ا چ

  بدست مي آيد :، جرم در واحد طول و چگالي خطي برابر است با  چون توزيع به صورت يكنواخت و پيوسته است

 dm d            
dm

d
 


          M

L
    

Mجرم يك قطعه منحني شكل به صورت  dm d      منحني بدست مي آيد كه بعداً بدست مي آوريم براي

 y f x  المان طول به صورت  2
d 1 f x dx   و براي منحني پارامتري با معادلات x x tو y y t   

به صورت      2 2
d x t y t dt    . خواهد بود  

 :و با توجه به تعريف مركز جرم مي توان مختصات مركز جرم اين منحني را به صورت زير بدست آورد 

ydm y d
y

M M


   

  و   
xdm x d

x
M M


   

  

dmباشد ،  xتوزيع در امتداد يك خط مستقيم مانند محور حال اگر  dx   مي توان جرم يك سيم (ميله) مي باشد و

نازك با چگالي خطي x    را در بازه x a, b  به صورت 
b b

a a

M dm x dx    .بدست آورد  

و با توجه به تعريف مركز جرم ، مي توان مركز جرم اين ميله را به صورت 
 

b b

a a

xdm x x dx

x
M M


 
 

  بدست آورد. 
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ــــع پیوسته جرم در صفحه ٢ عدی) )توز ه دو  ا سط (ناح ا چ x, y    

  بدست مي آيد :، جرم در واحد سطح الي سطحي برابر است با چون توزيع به صورت يكنواخت و پيوسته است و چگ

 dm dA        
dm

dA
        

M

A
   

با چگالي سطحي  Dمي توان جرم ناحيه  x, y    را به صورت
D

M dA  كه در مختصات  بدست آورد

dAكارتزين  dxdy مركز جرم اين ناحيه را به صورت زير مختصات و با توجه به تعريف مركز جرم ، مي توان  مي باشد
  بدست آورد :

D

y dA

y
M





Dو         

x dA

x
M





  

ا حج ٣ ا چ عدی  ه سه  ــــع پیوسته جرم در ناح )توز x, y, z   

 جرم در واحد حجم ، بدست مي آيد:چون توزيع به صورت يكنواخت و پيوسته است و چگالي حجمي برابر است با 

dm dv       
dm

dv
          

M

V
  

با چگالي حجمي  Rمي توان جرم ناحيه سه بعدي  x, y, z    را به صورت
R

M dv  دست آوردكه در ب

dvمختصات كارتزين  dxdydz  عريف مركز جرم مي توان مختصات مركز جرم اين ناحيه را به و با توجه به تمي باشد
  صورت زير بدست آورد:

R

z dv

z
M





Rو        

y dv

y
M





Rو        

x dv

x
M





  

 

  *در مبحث الكتريسته هم به صورت مشابه براي توزيع پيوسته بار بدست مي آيد : 

Qچگالي خطيصورت يكنواخت توزيع شده باشد:اگر بار به 

P
   چگالي سطحي و وQ

A
  و چگالي حجمي Q

V
   

dqآنگاه براي حل مسائل بدست مي آيد :  d        dq ds     dq dv  
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اپوس (گولدین) ای    (Pappus)(Guldin)قضا

 صفحه منحنيدر .مساحت سطح حاصل از دوران يك منحني مسطح حول محوري كه ١
با حاصل ضرب در ازاي منحني(طول قوس برابر است ،  كندواقع بوده و آن را قطع ن

 توسط ي سازد)پيموده شده (محيط دايره اي كه مركز ثقل در دوران ممنحني) در محيط 
     دوران كند  xحول محور  Lاگر منحني به طول  . به بيان رياضي :مركز ثقل منحني

A dA 2 yd 2 yL        

 ناحيه را قطع نمي كند ،مسطح حول محوري كه  حاصل از دوران يك ناحيه .حجم٢
ه در محيط پيموده شده (محيط دايره اي ك با حاصل ضرب مساحت ناحيه برابر است

اگر ناحيه حول  . به بيان رياضي : مركز ثقل در دوران مي سازد) توسط مركز ثقل ناحيه
Vدوران كند : xمحور  dv 2 ydA 2 yA       

اگر  قرار مي دهيم و θدر فرمول  π2دوران كند به جاي  يك دور كامل به اندازه  *در هر يك از موارد بالا اگر به جاي
 قرار مي گيرد.y، xدوران صورت بگيرد به جاي yحول محور 

حاصل از دوران دايره )Torus(حجم تورس:مثال 2 2x 3 y 1    حول محورy .را بدست آوريد  

ضيه دوم پاپوس به صورت دوران داريم پس فرمول حجم طبق ق yدر اين مثال چون حول محور
v 2 xA   است  ١در مي آيد كه چون شعاع دايرهA   مختصه مركز سطح فاصله محوروy تا مركز دايره است  

x 2 1 3   : 2در نتيجه حجم تورس بدست مي آيدv 6  

  (روش واشر) است.آوردن حجم استفاده از انتگرال روش ديگر بدست 

ميت ميدان را مي توان يك تابع رياضي دانست كه بيانگر تغييرات يك كگفتيم كه 

  :فيزيكي در ناحيه اي از فضاست

دان) ت الرابع (م nfتابع به صورت هر: )functioncalar S(اس : u    
ده مي شود كه به هر نقطه از دامنه خودش يك متغيره نامي nيك تابع اسكالر 

دماي تمام نقاط مقدار اسكالر (مانند يك عدد يا يك كميت فيزيكي اسكالر مانند 
 .را نسبت مي دهدلحظه ) يك جسم را در هر 

دان)   muبر يبردار تابع يك دررياضيات، : )unctionector fV(برداریتابع (م   تابعي 
mاست چون گاشتي)(ن nF : u    دامنه خودش (كه به هر نقطه ازmu  (  بردار را يك

Fبرداري  تابع.اگر دهدنسبت مي


به صورت  1 2 nF f , f ,..., f


Fباشد آنگاه هر يك از مولفه هاي 


 
iني (يع 1, 2,..., n (if ها يك تابع اسكالرn متغيره)n

if :  ( .ش  است دان بردارینما ˆم ˆF yi xj 


 

الر  ش تابع اس نما
2 2

2 2

x y z

a b c
  ه نام سه گون

ابرد آن در زند (hyperbolic paraboloid)هذلولوی    :)و 
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  براي درك بهتر تابع برداري و اسكالر به مثال هاي زير توجه كنيد:*

2fتابع اسكالر تك متغيره:  (x) x            ند متغيره : تابع اسكالر چ 2f (x, y, z) x yz x sin z  

تابع برداري تك متغيره:      F t cos t ,sin t : تابع برداري چند متغيره   F x, y x y, x y    

تايي  nباشد تابعي برداري پديد مي آيد كه تنها يك متغير ورودي دارد و خروجي آن يك  m=1اگر 
ه خروجي يك خم پارامتر مي گوييم و ب ، است به اين متغير ورودي nمرتب (بردار) در فضاي

  :پارامتري مي گوييم

( ی ٢٦خم (منح ارام  های 

بعدي و يا  ٢يك فضاي از اي خم يك موجود يك بعدي است كه زير مجموعهميگوييم . خمبه تابع برداري تك متغيره 
عبارت  رود.م منحني (خم) براي نشان دادن يك شيء يك بعدي و پيوسته به كار ميدر رياضيات، مفهو بيشتر مي باشد.

 .سازدينمودار تابع م اي ياضيبا تابع ر يهم معن باًيكه آن را تقر شودياستفاده م يدر حالات ني(خم) همچن يمنحن

  تعريف خم پارامتري :

تابع  اگر  nr : a, b  )با فرضa b  ( با ضابطه        1 2 nr t x t , x t ,..., x t


تابعي پيوسته روي  a,b 
به  مي گويند. nيك خم پارامتري در فضاي را  rبا ضابطه  cباشد آنگاه  ix t)1 i n (  مؤلفهi امتريام خم پارc  

مي گويند و    ix t : a,b   2ما معمولا با اين خم هاي پارامتري در فضاي دو بعدي 3و سه بعدي  سر و كار
   اين خم ها در واقع مسير حركت يك ذره را نشان مي دهند. داريم چرا كه

 خم  3r : a, b   كه در حالت كلي به صورت              ˆ ˆ ˆr t x t , y t , z t x t i y t j z t k   


نمايش  
aداده مي شود به طوري كه  t b   به هر عدد حقيقيt  يك بردار را نسبت مي دهد و در واقع مسير

از  حركت يك ذره را r a
تا  r b

 مي دهد. در فضا نشان  

در فضا با خم پارامتري  ٢٧مثال: نمايش يك مارپيچ دوار      r t cos t ,sin t , t
  

را بدست بياوريم كافيست از دستگاه  )tمستقل از پارامتر  x,y,zرابطه بين (*اگر بخواهيم معادله مسير 
 
 
 

x x t

y y t

z z t





 

به هر يك از معادلاترا حذف كنيم. ( tپارامتر   x x tو... معادلات پارامتري مي گويند (  

  *ممكن است معادلات پارامتري مختلفي وجود داشته باشند كه همگي معرف يك خم باشند.

                                                           
26.curve 
27.Helix 

تابع برداری F x,y,3


 

ان اطراف   عت ج دان   airfoilم
اد   در تونل 
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  :است طور كلي، خم يا منحني بر دو گونهبه 

 منحني مسطح )plane curve(بل جايگيري استي (صفحه) قا: خمي است كه بر روي سطح دوبعد. 

 انحرافي (ني منحskew curve(اي قرار نگيرد: خمي فضايي است كه روي هيچ صفحه. 

كاغذ  يبدون بلند كردن قلم از رو ميبه شرط آنكه بتوان شود،يها گفته ماز نقطه ياخم مسطح به مجموعه ،يطور شهودبه 
 .ميآن را رسم كن

 انواع منح مسطح

 )simple curve(منح ساده

 كه حالتي در مگر يك منحني مسطح است كه هيچ يك از نقطه هاي خود را قطع نكند يك منحني ساده،
 .رسند مي هم به انتهايي نقاط

سته   )closed curve(منح 

و بر  آن به هم رسيدهابتدا و انتهاي  هايطهشود كه نقمنحني بسته، به خمي اطلاق مي
  .همديگر منطبق باشند

سته    )simple closed curve(منح سادهٔ 

   د.باشند و نقطه هاي خود را قطع نكنهاي ابتدا و انتهايي آن بر هم منطبق منحني اي ساده بسته است كه نقطه

ه منح جردن   )Jordan curve theorem( قض

  .كنديرون و روي منحني تقسيم ميب درون، هم از جدا، صفحه را به سه زير مجموعه C بستههر منحني ساده 

ت برای خم روی صفحه جهت گذ   اری مث

احاطه كرده است جهت دار مثبت گوييم هر گاه وقتي در جهت خم  2را در  Dيك خم بسته كه ناحيه
  ) در سمت چپمان قرار گيرد.Dحركت مي كنيم ناحيه احاطه شده توسط خم (

ی ارام   حد خم های 

خم   nr : a, b  بطه با ضا        1 2 nr t x t , x t ,..., x t
 0در نقطهt t  داراي حد

 1 2 nL L ,L ,...,L است اگر:                                         i 1, 2,..., n   ;  
0

i i
t t
lim x t L


  

براي   3r : a, b : به صورت زير خواهد بود   

          
0 0 0 0

1 2 3
t t t t t t t t

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆlim r t lim x t i lim y t j lim z t k L i L j L k L
   

      
 

از (و هموار)  منح ساده و 

سته  منح ساده و 

سته است  منح 
ست  اما ساده ن

از است و  منح 
ست  ساده ن
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ی ارام   پیوست خم های 

خم   nr : a, b   با ضابطه        1 2 nr t x t , x t ,..., x t
 0در نقطهt t پيوسته است اگر و تنها اگر مؤلفه

0tهاي آن در tباشند:                                                   پيوستهi 1, 2,..., n   ;     
0

i i 0
t t
lim x t x t


  

ی ارام   مشتق خم های 

خم   nr : a, b   با ضابطه        1 2 nr t x t , x t ,..., x t
در نقطه t  اهمشتق پذير است هر گ

   
x t

r x r t
lim

x t




 
موجود باشد. در صورت وجود آن مشتق خم   r t

  درt با را آن ناميده وdr

dt


r يا 

  .نشان مي دهيم  

*اگر مؤلفه هاي تابع  r t
 مشتق پذير باشند آنگاه r t


 .مشتق پذير است 

مشتق خم   3r : a, b خواهد بود به صورت رو به رو:            dr dx dy dzˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆr t i j k xi yj zk
dt dt dt dt

      
      

تذكر: درنمادگذاري نيوتون مشتق با قرار دادن نقطه بالاي تابع مورد نظر نمايش مي يابد و اين نوع نمايش مشتق در اكثر 
  براي مشتق زماني به كار مي رود : اوقات

نسبت به زمان  xمشتق دوم  
2

2

d x
x

dt
                مشتق اول             وx  نسبت به زمان

dx
x

dt
 

ه:  هرگاهقض r t
 خم برداري با اندازه ثابت باشد آنگاه يك r t

 و r t


  بر هم عمودند. (عكس قضيه نيز برقرار است) 

   r t r t
        r t r t 0 

           2
r t r t r t cte  
  

   

ی ارام ی از خم های    قواعد مشتق گ

با فرض  nu, v : a, b  به عنوان دو خم پارامتري و  : a,b  يك تابع اسكالر مشتق پذير وa  اثبات

                                                                                                   مي شود كه :    d
au t au t

dt


 )1 

         d
u t v t u t v t

dt
  

    ) 2 

            d
t u t t u t t u t

dt
    

  ) 3 

            d
u t v t u t v t u t v t

dt
    

      ) 4 

5)             d
u t v t u t v t u t v t

dt
    

        

.جايي ندارد فقط به همين شكل بالا بايد نوشته شودتوجه داشته باشيد كه در مورد بالا چون ضرب خارجي خاصيت جاب  
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           d d
uo t u t t u t

dt dt
      

    )6 

7)       
 

u t u td
u t

dt u t



 
     ,    u t 0

  

  :  (smooth curve)خم هموار

خم   nr : a, b   با ضابطه        1 2 nr t x t , x t ,..., x t
 در بازهرا a,b  هموار گوييم هرگاه r t


       

(به عبارتي مؤلفه هاي  r t
 داراي مشتق موجود و پيوسته باشد و مشتق آن در هيچ نقطه اي صفر نباشد (مشتق مؤلفه ها (

به زبان رياضي :  همزمان صفر نباشد). r t 0
    t a,b   

  مي باشند. زاويه دارمعمولا به صورت نقاط *نقاط ناهموار در منحني هاي پارامتري 

 (piecewise smooth curve)هموار(تکه ای) خم قطعه قطعه 

خم   nr : a, b   با ضابطه        1 2 nr t x t , x t ,..., x t
را در بازه a,b  قطعه

قطعه هموار گوييم هرگاه  r t
 .اگر در همه نقاط به جز تعدادي متناهي نقطه هموار باشد  

ی ارام   انتگرال خم های 

 پيوستهبراي خم   3r : a, b  با ضابطه              ˆ ˆ ˆr t x t , y t , z t x t i y t j z t k   


انتگرال هاي   
  يف مي شوند:معين و نامعين به صورت زير تعر

          
       

b b b b

a a a a

ˆ ˆ ˆr t dt x t dt i y t dt j z t dt k

ˆ ˆ ˆr t dt x t dt i y t dt j z t dt k

  

     
       
     

   

   



 

 )Arc lenght( منح (طول قوس) طول

منحني هموار  (قوس قسمتي از منحني است كه بين دو نقطه محدود شده باشد)طول قوس  nr : a, b   با ضابطه
        1 2 nr t x t , x t ,..., x t
 در بازه a,b  را باs  به صورت زير بدست مي آيد: مي دهيم و نشان  

 
b

a

s r t dt 
  

با توجه  به  اينكه 3و در فضاي   ˆ ˆ ˆr t xi yj zk  
    : بدست مي آيد     

b
2 2 2

a

s x y z dt       
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ا هم جمع مي كنيم به ا حساب كرده و باگر منحني قطعه قطعه هموار باشد با استفاده از روش بالا طول قوس هر قطعه ر

0قرار دادنباعبارتي  n 1a t , b t  طول قوس منحني قطعه قطعه هموار به صورت i 1

i

n t

t
i 0

s r t dt





.بدست مي آيد  

  تابع طول قوس 

براي منحني هموار   nr : a, b   با ضابطه        1 2 nr t x t , x t ,..., x t
قوس را به صورت زير  تابع طول

تعريف مي كنيم :    
t

a
s t r u du 

  مي توان دريافت كه    d
s t r t 0

dt
 
  در نتيجه تابع S t  ًاكيدا

صعودي است پس وارون پذير است. فرض مي كنيم تابع  t وارون s t  بدست مي آيد:    باشد  

   d sdt
s

ds ds


                 و       1s t t s     

به بيان رياضي :را بر حسب پارامتر طول قوس پارامتري كرد  (بردار مكان) آنگاه مي توان منحني r r s
 

   

  ستگاه مختصات منطبق بر مسير بررسي مي كنيم.*مفاهيم انحنا و تاب يك منحني را در قسمت د

م ی م ارام   منح های 

0دكارتي :   )line. خط (1 0x x y y

a b

 
                                                        :پارامتري 

 
0

0

x t at x

y t bt y

 


 
  

B                                   : به A از nA,Bدو نقطه  بين . خط واصل2   r t tB 1 t A ,0 t 1    
  

دكارتي:    )circle(.دايره3   2 2 2
0 0x x y y R         پارامتري :     

   
0

0

x t x R cos t
,0 t 2

y t y R sin t

    
 

  

دكارتي  :   )ellipse( .بيضي4   2 2

0 0
2 2

x x y y
1

a b

 
      : پارامتري   

   
0

0

x t x a cos t
,0 t 2

y t y bsin t

    
 

  

        )cycloid( .چرخزاد5
    
    

x a sin

y a 1 cos

     


   
  

     (Astroid).ستاره گون6

 دكارتي : 
2 2 2

3 3 3x y a   پارامتري   :    
   

3

3

x t a cos t

y t a sin t

 



  

  



28 
 

س فرا ر های برداری د   عمل

  )Delدل (

اين  توابع اسكالر و برداري جديدي پديد مي آورد ( در واقع كه روي توابع اسكالر و برداري عمل مي كند و ٢٨اين عملگر
توجه شود كه اين عملگر به  نشان مي دهند. ٢٩از جزء خانواده مشتق به حساب مي آيند) را با نماد نابلا توابع جديد

 .شودجاد مفاهيم مختلف ميكند و شيوه اعمال آن بر توابع مختلف باعث ايتنهايي مفهومي را منتقل نمي

مجموعه اينكه با فرض      1 2 nˆ ˆ ˆe 1,0,...,0 ,e 0,1,0,...,0 ,...,e 0,...,0,1   در مختصاتn باشد آنگاه: پايه                  

n

1 2 n i
i 11 2 n 1 2 n i

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,..., e e ... e e
x x x x x x x

       
              




  

ˆ                                      مختصات كارتزين سه بعدي داريم:      دستگاهوبراي مثال در   ˆ ˆi j k
x y z

  
   

  


                        

*تذكر: منظور از 
ix




  است.ixمشتق جزئي نسبت به مؤلفه 

  :عملگر هاي پديد آمده از اپراتور دل

ان  ب)گراد   )Gradient((ش

تبديل به بردار  كالر رااس (گراديان است بردارو حاصل آن  است اسكالريدان) مشتق برداري (مشتق جهت دار) يك تابع (م
   .)مي كند

  .را دارد فزايش)(ا بيشترين تغييرات تابع در آن جهت جهتي را مشخص مي كند كه :گراديان يك تابع اسكالرجهت 

  .اندازه گراديان : نرخ افزايش تابع را درجهت بيشترين افزايش نشان مي دهد

fكه مقدار آنت بردار گراديان بيشترين افزايش در جه fارت ديگر تابع به عب


  را دارد. است

nf با فرض  : u    و 1 2 nf f x , x ,..., x   بردار گراديان تابعf:به صورت زير بدست مي آيد      

             
n

1 2 n i
i 11 2 n 1 2 n i

f f f f f f f
ˆ ˆ ˆ ˆf , ,..., e e ... e e

x x x x x x x

       
              




=fgrad  

براي تابع سه متغيره و  f f x, y, z:در فضاي سه بعدي     x y z

f f fˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆf i j k f i f j f k
x y z

  
      

  


=fgrad  

                                                           
28.operator 
29.nabla 
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ا مشتق ج ( ان  اط گراد ): *ارت nfتابعي به صورت  fهرگاه سو : u    و باشدf  درa u مشتق پذير
 موجود است و داريم :  aدر نقطه  fمشتق جهتيv̂باشد آنگاه براي هر بردار يكه

زاويه بيننكه در آ f a


مي باشد:        v̂و            v ˆ ˆD f a f a v f a v cos f a cos        
  

 

ان :    خواص گراد

F,Gو دو تابع اسكالر f , gاگر 


  يك عدد حقيقي باشد آنگاه داريم: kباشند و دو تابع برداري  

 
2

f g f f g

g g

    
  
 

 
      ,      fg f g g f    

  
    ,       f g f g    

  
    ,      kf k f  

 
  

fنكته : *


  گراديان در نقاطي كه خطوط هم تراز به هم نزديك ترند بيشتر است.عمود است و  fبر 

فر  ل)د امل ( ل  س   ا

nfمتغيره  nاگر مشتقات جزئي اول تابع  :   با ضابطه 1 2 nf f x , x ,..., x در يك نقطه موجود باشد ديفرانسيل
  اين تابع را در اين نقطه به صورت زير نشان مي دهيم:كامل 

1 2 n
1 2 n

f f f
df dx dx ... dx

x x x

  
   
  

  1 2 n
1 2 n

f f f
df f dr , ,..., dx ,dx ,...,dx

x x x

   
        

 
  

و گراديان در مباحث پيشرفته تر گراديان براي بردار نيز تعريف مي شود كه حاصل آن يك تانسور مرتبه دوم است  تذکر : 
  . كه از بحث اين جزوه خارج استدر فضاي مختلط نيز تعريف مي شود 

س )دیورژا را                                                                                                                                  )Divergence((وا

ف مي شود :                                                                                                                 )باشد ديورژانس به صورت زيرتعريv(سطح در بر گيرنده حجمvسطح خارجي ناحيهsبا فرض اينكه:تعريف

S

V 0

F ds

lim
v





 


F


div  

تعريف ساده با المان گيري و استفاده از بسط تيلور  ن مي كنيم.كه در ادامه بيا استفيزيكي  اين تعريف برگرفته از تعبير
divF                                                                          :بدست مي آيد تري براي انجام محاسبات  F 

  
                 

*اگر ميدان برداري  x y z x y z
ˆ ˆ ˆF F ,F ,F F i F j F k   


را باشد  x, y, zها تابعي سه متغيره از  iFهر يك ازكه در آن  

 در نظر بگيريم آنگاه ديورژانس اين ميدان در مختصات كارتزين به صورت زير است:

  yx z
x y z

FF F
, , F ,F ,F

x y z x y z

     
          

=F
 

=F


div  
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  انس :رژيود رتواپرا فيزيكي ممفهو

 ميما  به كهي نتيجه ا ،ميكند عمل فضااز  اهلخود نقطه يكدر  داريبر تابع يكروي  نسرژايود رتواپرا قتيوتعبير اول : *
ه در آن نقطاگر ديورژانس يك ميدان در نقطه اي صفر باشد  .تسا ميدان برداري آن هكنند توليد اسكالر منبع قدرت ،هدد

 و اگر كوچكتر از صفر باشد يك منبع مكنده ٣٠(چشمه) نيست و اگر بزرگتر از صفر باشد يك منبع توليدي منبع اسكالري

  است.  ميدان براي شار ٣١(چاهك يا حفره)

شد عامل به وجود آورنده *ديورژانس نشان دهنده منبع اسكالر يك ميدان است در نتيجه اگر ديورژانس يك ميدان صفر با
F.به عبارت ديگر اگر ديورژانس ميدانبرداري است ييدانم، آن 


Fصفر باشد ميدان


مانند  است پتانسيل برداريداراي 
 ميدان مغناطيسي

  ميزان واگرايي ميدان برداري:تعبير دوم :  *

نمايش  خطوط شاريا  ميدان خطوطيك ميدان برداري را مي توان به صورت ترسيمي با  
داد كه اين خطوط منحني هايي هستند كه در هر نقطه مماس بر بردار ميدان مي باشند. 

از يك )(يا ورودي به خروجي چگالي حجمي شار يك ميدان برداري بيانگر ديورژانس
يا به عبارت ديگر  (سطح بسته بسيار كوچك حول يك نقطه) باشدحجم بسيار كوچك مي

د براي تعدايست ديورژانس يك ميدان ، معياراست. ار موضعي ميدان در هر نقطهشبيانگر 
ند خطوط ، يعني اينكه برايداگر ديورژانس مثبت باششوند .خطوط ميدان كه داخل يا خارج مي

، يعني اينكه به طور كلي، داگر ديورژانس منفي باشو مي باشدبيرون  تبُرونرو و درَونرو به سم
Fاگر  .داخل هستند خطوط ميدان به سمت


را سرعت يك سيال در نظر بگيريم ديورژانس آن 

  نشان دهنده منابع شارش در نقاط مختلف سيال است.

از اين كه آن ميدان برداري از آن  مي باشد ديورژانس يك ميدان برداري در يك نقطه معياري
ود. براي مثال سرعت قطرات آب را يك ميدان برداري در نظر بگيريد، در شنقطه به چه ميزان به بيرون پخش و واگرا مي

زند واگرايي و پخش شدگي زيادي دارد پس ديورژانس آن مقدار اين صورت يك فواره در محلي كه آب از آن بيرون مي
دارد، بنابراين كند هيچ واگرايي و پخش شدگي نقابل توجهي دارد. در حاليكه آبي كه در يك كانال مستقيم حركت مي

 .ديورژانس آن صفر است

  تذكر: در نهايت دو تعبير يك مفهوم را مي رسانند. 

 div aF bG 
 

a div F


+b div G


a,b   و     *نكته: ديورژانس يك اپراتور خطي است                      

                                                           
30.source 
31.sink 

شا ن دهنده خش شدن آب فواره که 
ت است.  س مث  دیورژا
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 curl((rotation)()(تاو)چرخش(کرل

كرل يك ميدان برداري به صورت زير تعريف  ستآن را احاطه كرده ا Cسطحي باشد كه منحني  sبا فرض اينكه  :تعريف

C                                                                                                         مي شود:

s 0

F d

F lim
s


 


 

  
                                                                                                         

                                                             از تعريف ساده تري براي انجام محاسبات استفاده مي كنيم: و ما است  فيزيكيتعريف برگرفته از تعبير اين 

اگر ميدان برداري  1 2 3 1 2 3
ˆ ˆ ˆF F ,F , F F i F j F k   


را در باشد  x, y, zها تابعي سه متغيره از iFهر يك از كه در آن  

 نظر بگيريم آنگاه كرل اين ميدان در مختصات كارتزين به صورت زير است:

3 32 1 2 1

1 2 3

ˆ ˆ ˆi j k

F FF F F Fˆ ˆ ˆF i j k
x y z y z z x x y

F F F

                                  

 
=F


 curl 

1باشيد كه هتوجه داشت تذكر: 2 3F , F ,F   مؤلفه هاي ميدان برداري هستند نه مشتقات جزئي يا
 گراديان چنانكه گراديان براي تابع اسكالر تعريف مي شود .

جهت كرل بيانگر  است. اصل آن بردارداري عمل مي كند و حروي يك تابع برعملگر كرل *
جهت مثبت محور چرخش است و از آنجايي كه ضرب خارجي است جهت آن از قانون دست 

  را نشان مي دهد.ميدان راست تعيين مي شود به علاوه مقدار كرل ميزان چرخش 

ميزان چرخش ميدان برداري حول يك نقطه  مفهوم فيزيكي كرل:   

ر جهت معياري از چرخش خطوط ميدان برداري در صفحه عمود بر مؤلفه كرل هر بردار در ه

  .آن جهت است

براي مثال : كرل ميدان هاي برداري نشان داده شده در شكل ١ صفر است و كرل ميدان برداري شكل ٢ 
ˆF 2k  

 
 مخالف صفر مي باشد چرا كه   ˆ ˆF x, y, z yi xj 


 

  .مي باشد zخلاف جهت محور وجهت برداركرل دراست  zال چرخش حول محور ميدان برداري درحاين 

  چگالي گردش سيال است.، *اگرميدان برداري نشان دهنده سرعت جريان يك سيال درحال حركت باشدكرل 

 ننشا دشو مي تخليهو ردخو مي مي پيچ چرخشي رتصوآبي كه از طريق يك حفره به صورت *
اين گرداب را رسم كنيم به  سرعت آب در واگرميدان است ي (چرخاننده)چاله گرداب يك دجوو ههندد

  (علت اين حركت مارپيچي وجود شتاب كريوليس مي باشد )وضوح چرخش ميدان نمايان ميشود.

ل   ۱ش

ل   ۲ش
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  نده آن ميدان اسكالراست.اگر كرل يك ميدان صفر باشد عامل به وجودآور: كرل نشان دهنده منبع برداري يك برداراست *

  )داراي پتانسيل اسكالر(.اسكالر است ،اگر كرل ميدان برداري صفر باشد عامل به وجود آورنده ميدان                      ميدان الكتريكيمانند 

  *با فرض همبند ساده بودن ناحيه 

 ه ميدان ، برداري است.(پتانسيل برداري)اگر ديورژانس ميدان برداري صفر باشد عامل به وجودآورند                                              

  است. ٣٣و كرل آن سنجشي از قدرت منبع گردابي ٣٢(فوراني) *ديورژانس يك ميدان برداري سنجشي از قدرت منبع جريان

ه هلمهول    (Helmholtz’s theorem)قض

يورژانس و كرل در بينهايت صفر (با شرط اينكه ديك ميدان برداري را مي توان با داشتن كرل و ديورژانس آن در هر نقطه 
و  (فوراني) ديورژانس يك ميدان برداري سنجشي از قدرت منبع جريانبدست آورد چرا كه همانطور كه گفته شد  شوند)

منبع گردابي است پس با داشتن منابع به وجود آورنده يك ميدان مي توان آن را به طور كامل كرل آن سنجشي از قدرت 
  بدست آورد.

Fبرداري را مي توان به صورت مجموع گراديان يك تابع اسكالر و كرل يك تابع برداري نوشت يك ميدان f G 
  

  

ل های برداری س فرا    اتحاد های د

F,Gميدان اسكالر وو fاگر


داراي مشتقات جزئي مرتبه دوم پيوسته   ميدان برداري باشند به طوري كه مؤلفه هاي آن 
  باشند داريم:

         F G F G G F F G G F           
    

  

     F G F G F G       
        

   

   F F F     
     

  

         F G G F G F F G F G             

 F G F G    
      

       

       F F F      
     

  

  

                                                           
32.Flow source 
33.Vortex source 
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ه  س برداری مرت فرا رهای د   دوم عمل

                                           كرل گراديان يك تابع اسكالر مساوي صفر است:* f 0  
 

 )=fgrad(curl   

                                     مساوي صفر است : يبردار تابع ديورژانس كرل يك* F 0  
  

 )=F


curl(div  

                              *كرل كرل يك تابع برداري برابر است با :      2curl curlF F F F       
       

        

                 آن برابر است: ديورژانس گراديان يك تابع اسكالر با لاپلاسين *  2f f f       
 

 )fgrad(div   

لاس (  )Laplacianلا

  )Laplace operatorر لاپلاس (عملگ

يك ميدان  رويگر دوم محسوب مي شود و در واقع ديورژانس گراديان يك تابع اسكالر است .اين عمل مرتبه جزء مشتقات
nf با فرضاسكالر عمل مي كند. : u    و 1 2 nf f x , x ,..., x  عملگر لاپلاس يا لاپلاسين به صورت زير

                                                                                              : تعريف مي شود 
2n

2
2

i 1 i

f
f f f

x


      


 

       

برايدر فضاي سه بعدي و دستگاه كارتزين  f f x, y, z      : داريم                
2 2 2

2
2 2 2

f f f
f f

x y z

  
     

  


                                   

  رداري عمل مي كند :نيز به صورت زير تعريف مي شود كه روي يك ميدان ب لاپلاسين برداري

    F F    
    

 )F


curl(curl)F


div(grad2F 
 

:laplacianvector  

 انتگرال توابع برداری

  انتگرال روی خم 

الر روی خم     انتگرال توابع اس

انتگرال توابع اسكالر روي خم  و آشنايي از مثال ساده f x dx كه در واقع انتگرال گيري از تابع اسكالر تك متغيره است

 f x ي منحنيروy 0 مي باشد. حال اين مفهوم را تعميم داده و انتگرال توابع اسكالر را روي يك خم پارامتري تعريف
به صورت  هموار يك خم cمي كنيم : با فرض اينكه   nr : a, b   با ضابطه        1 2 nr t x t , x t ,..., x t



nfمتغيره  nباشد و تابع اسكالر  : u     روي منحنيc  كران دار باشد آنگاه انتگرال تابعf  روي منحنيc  به
 صورت زير تعريف مي شود :

                 
b b 2 2 2

1 2 n 1 2 na a
c

fd f r t r t dt f x t , x t ,..., x t x x ... x dt      
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  روي هر خم جداگانه انتگرال گرفت و سپس با هم جمع كرد. *اگر خم به صورت قطعه قطعه هموار باشد مي توان

1به عبارتي اگر  2 kc c c ... c     آنگاه
1 2 kc c c c

fd fd fd ... fd          

رد:    ار

محاسبه جرم : سيمي با چگالي x, y, z  در نقطه x, y, zدر امتداد خمc آنگاه جرم از رابطه در فضا قرار دارد

 
c

M x, y, z d    .بدست مي آيد  

   نتگرال توابع برداری روی خما

Fميدان توسط c خم هموار بيانگر كار انجام شده روي


مي باشد.    
c

w F dr 
 

   

  .ر جهت قرينه شود حاصل انتگرال نيز قرينه مي شودجهت پيمايش خم نيز مهم است چراكه اگ

Fدر حالت كلي اگر ميدان


به صورت cوي منحني هموار ر  nr : a, b  با ضابطه        1 2 nr t x t , x t ,..., x t


  تحاصل انتگرال به صور                             به آنگاه با توجهپيوسته باشد

  باشد.قابل محاسبه مي

*با توجه به تعريف  
 

 r t dt
T̂ r t

dsr t
 
  و dr r t dt

   بدست آورد مي توانˆdr Tds


انتگرال بالا را به فرم و  

c c

ˆF dr F Tds   
 

  نمايش داد. 

1*انتگرال خم نسبت به متغيرهاي مختصات : با فرض 2 3
ˆ ˆ ˆF F i F j F k  


ˆو    ˆ ˆdr dxi dyj dzk  

 : بدست مي آيد 

1 2 3

c c

F dr Fdx F dy F dz    
  

* تغيير جهت انتگرال گيري علامت انتگرال را قرينه مي كند.
C C

F dr F dr


    
  

   

اگر  مثال : 2F x y, xy 


Fمطلوبست محاسبه كار انجام شده توسط ميدان  


از نقطه 0,0 تا نقطه 1,1   

  در قسمت منحني هاي پارامتري مهم خم پارامتري خط واصل بين دو نقطه بيان شد پس بدست مي آيد :

        r t t 1,1 1 t 0,0 t, t ,0 t 1     
حال با مشتق گيري از خم نسبت به زمان بدست مي آيد   r t 1,1

  

و    2 2F r t t t, t 
   در نتيجه        2 2 2 2 2F r t r t t t, t 1,1 t t t 2t t        

     

    
b

a
c

F dr F r t r t dt   
      dr r t dt
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حاصل انتگرال بدست خواهد آمد:پس       
3 2

b 1 2

a 0
c

12t t 2 1
w F dr F r t r t dt 2t t dt

03 2 3 2

 
          

 
  
      

  :ه محاسبه انتگرال را راحت مي كند*حالت خاصي براي محاسبه انتگرال كار وجود دارد ك

ه استقلال از مس  ه اسا  قض ان)(قض   گراد

ا  دان برداری گراد ستار (م قا  ا   : )conservative)(ا ا

nميدان برداري اگر nF : u   يعني تابع اسكالر يك ميدان پايستار باشد،n: u    موجود باشد به
Fطوري كه 


F "پتانسيل"را يك تابع در اين صورت


كار  مي گوييم .مفهوم پايستار بودن ميدان اين است كه

   :   باشدمي و فقط به ابتدا و انتهاي مسير وابسته  انجام شده به مسير حركت بستگي ندارد

به عبارتي هر خم هموار c : r t


ه صورت ب   nr : a, b   و  ر ميدان پايستار بين نقاط ابتداكه در نظر بگيريم كا را

ها برابر است:                             انت         
B

c c A

w F dr dr d B A r b r a            
     

Fنتيجه : كار ميدان پايستار*


صفر مي باشد : c بستهروي هر خم هموار  
c

w F dr 0  
    

ستار  ا ص  ) شخ قا دان(ا Fبودن م


  

براي پايستار بودن ميدان  لازم شرط 1 2 nF F , F ,..., F


1با فرض پيوسته و موجود بودن مشتقات جزئي(  i n (iF ها

jiبه صورت زير مي باشد :                                                                              

j i

FF
; 1 i, j n

x x


  

 
  

براي ميدان3حالت خاص آن در فضاي* 1 2 3F F ,F , F


3قراري سه شرطبر 32 1 2 1F FF F F F
, ,

x y z y z x

    
  

     
 

 ناحيهو در صورتي كه دامنه تعريف ميدان  صفر باشد ميدانكرل اين است كه مي باشد كه معادل آن 
   .مي شود لازم وكافي(ناحيه بدون حفره) باشد اين شرط  و ساده همبنداي 

ه * ه ای  ه  همبندناح ت گفته  شود ناح ک که دارای این خاص ا  اشد که هر جفت از نقاطش را بتوان 

ه تعلق داشتهپیوسته   خم ه ناح ه هم متصل کر  که همه نقاطش  ه اشد  همبند د. و ناح
م همه نقاط ساده  گ سته در آن در نظر  ر هر خم ساده  ه ای گفته  شود که ا ه ناح

اشند.  ه    داخل منح عضو ناح

 دو بعدي حالت خاص آن براي ميدان*     ˆ ˆF x, y P x, y i Q x, y j 


P برقراري شرط Q

y x

 


 
  مي باشد.

ه همبند ساده  ناح

ه های همبند غ ساده ه ناهمبند ناح  ناح
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ل دست آوردن س   تابع پتا

اگر ميدان برداري  1 2 3 1 2 3
ˆ ˆ ˆF F ,F , F F i F j F k   


را در باشد  ,z x, yها تابعي سه متغيره ازiFهر يك از كه در آن  

Fطبق تعريف  نظر بگيريم  


1در نتيجه   2 3F , F , F
x y z

  
  
  

   

  براي فهم بهتر ادامه روش را با يك مثال توضيح مي دهيم .

كار ميدان     2 2 2 2 sin zx y x yF 2xe ,2ye ,cos z e 


كه نقطه cرا روي خم   A را به  0,0,1 B 0,0, 1 متصل مي

  كند بدست آوريد. 

   

   2 2 2 2

2 2 2 2

x y x y

sin zx y x y

ˆ ˆ ˆi j k

curl F 0,0, 4xye 4xye 0,0,0
x y z

2xe 2ye cos z e

 

 

  
   

  


 

Fبا توجه به اينكه كرل ميدان صفر شد در ميابيم كه ميدان


پايستار است پس بايد تابع پتانسيل آن را بدست بياوريم . فرض 

Fتابع پتانسيلمي كنيم تابع


Fباشد در نتيجه   


1و  2 3F , F , F
x y z

  
  
  

 

2كار را با يكي از رابطه هاي بالا شروع مي كنيم مثلا در اينجا  2x y
1F 2xe

x
 

 


با نوشتن رابطه را در نظر مي گيريم 

2به صورت  2x y2xe x   و انتگرال گيري نسبت بهxبا ثابت در نظر گرفتنy بدست مي آيد : 2 2x ye h y,z  

  .است zو yنكته قابل توجه اين است كه در اين نوع انتگرال گيري ثابت انتگرال گيري تابعي از

2Fسپس رابطه ديگر
y





بايد به  yبدست آمده نسبت به  را در نظر مي گيريم نتيجه مي گيريم با مشتق گيري از 

Fمؤلفه دوم 


2يعني 2x y
2F 2ye  .برسيم  

    2 2 2 2 2 2x y x y x y
2

h h
F 2ye e h y,z 2ye 0 h h z

y y y y
     

         
   

  

 حال از رابطه  سوم استفاده مي كنيم : 

              2 2sin z sin z sin zx y
3

dh dh
F cos z e e h z cos z e h z e c

z z dz dz
           

 
 

پس در نهايت داريم  2 2 sin zx ye e c    حال طبق قضيه گراديان براي محاسبه كار كافيست   B A   را
  محاسبه كنيم.
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  تانسيل وجود دارد:روش ديگري نيز براي محاسبه تابع پ*

ميدان برداري  1 2 3 1 2 3
ˆ ˆ ˆF F ,F , F F i F j F k   


ر را در نظباشد  x, y, zها تابعي سه متغيره ازiFهر يك از كه در آن  

Fطبق تعريف  گيريممي   


1ر نتيجه د  2 3F , F , F
x y z

  
  
  

*آنگاه  **
1 2 3Fdx F dy F dz       

*كه در آن 
2F2جملاتي ازF  كه فاقدx اند و**

3F 3جملاتي ازF كه فاقدx,y .اند 

حاسبه مي كنيم : مثال قبل را با اين روش م     2 2 2 2sin z sin zx y x y2xe dx 0dy cos z e dz e e c          

ک رد در دینام   ار

                                                 قضيه كار انرژي*   
B

2 2
B A

A B
A

1
W F dr K.E T m v v

2
       

   

pيعني  (نيروي پتانسيل) باشد پايستار اگر قسمتي از ميدان نيرو p pcurl F F 0 F     
   

dبهآنگاه با توجه   dr  
  

بدست مي آيد:   
B B

p

A A

F dr d B A      
   و فقط به ابتدا و انتها بستگي دارد. مستقل از مسير استكار يعني  

تعريف پتانسيل :                                                       
B B

p A B

A A

F dr d B A U U U          
   

B B B B

p n.p n.p
A B

A A A A

W F dr T F dr F dr U F dr


               
        

  يدان نيروهاي ناپايستار(غير پتانسيل) صفر باشد آنگاه پايستگي انرژي مكانيكي را خواهيم داشت :اگر كار م

2 2
1 1 2 2

1 1
mv U mv U

2 2
         يا         1 1 2 2

K.E P.E 0 K.E P.E K.E P.E        

ل برداری  س   پتا

و عامل  برداري استدر قسمت ديورژانس بيان كرديم كه اگر ديورژانس يك ميدان صفر باشد آنگاه ميدان داراي پتانسيل 
Gاگر پتانسيل برداري را بايعني  به وجود آورنده آن برداري است


Fنشان دهيم آنگاه  G 

 
چراكه ديورژانس  مي باشد 

  كرل صفر مي باشد div G 0 
 

  د.مي گوين ٣٤به اين ميدان ها ميدان هاي سلونوئيدي 

ل اسكالر مي باشد و روش ديگر پتانسي ١يكي از روش هاي بدست آوردن اين پتانسيل روش تساوي مؤلفه اي مانند روش *

استفاده از فرمول      
1

0
G x, y, z tF tx, ty, tz x, y, z dt 
 

  مي باشد.

                                                           
34.solenoidal fields 

 
B

n.p

A

F dr T U K.E P.E       
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ه (سطح) (   )Surfaceرو

مكان هندسي نقاطي مانند x, y, z كه در g x, y, z 0 صدق مي كنند را سطح يا رويه گويند. 

gاز رابطه Sبردار يكه عمود بر سطح 
n̂

g


 




 و المان سطح از رابطهu

g
ds dA

g P



 



   كه در آن بدست مي آيد

Pبردار


ˆيكي از سه بردار ˆ ˆi, j, k و حيه تصوير استاست كه عمود بر ناuيكي از سه مختصهx, y, z متناظر باP


است كه  
تصوير كنيم  xyرا روي صفحه  S.مثلا اگر ناحيه المان سطح آنها در قسمت دستگاه مختصات كارتزين آورده شده است

المان سطح به صورت در نتيجه است k̂عمود بر اين ناحيه بردار
z

g
ds dxdy

g






 بدست مي آيد.

در حالت خاص براي رويه z g x, y:بدست مي آيد   22

x yds 1 g g dxdy  و 
   

x y

22

x y

g , g ,1
n̂

1 g g

 
 

 
 

ه (سطح) ی  رو  )Parametric Surface(ارام

2تابع برداري 3r : D    با ضابطه  را        r u, v x u, v , y u, v , z u, v
  را با فرض پيوستگي مشتقات

مثلا سطح  را به فرم پارامتري نمايش مي دهد. sگويند كه سطح يا رويه اي مانند  يك رويه پارامتريx,y,z جزئي اول 
و مركزaكره با شعاع 0 0 0x , y , zبه صورت زير برحسب دو پارامتر,  .پارامتري مي شود 

   0 0 0r , x a sin cos , y a sin sin , z a cos , 0 , 0 2                  
 

 

uبا در نظر گرفتن * v

r x y z r x y z
r , , , r , ,

u u u u v v v v

                          

  
بردار نرمال(عمود) يكه بر رويه به  

u                                 :       صورت زير بدست مي آيد v

u v

r r
n̂

r r


 



 
   u vu, v D if r r 0    

   

 مي باشد.                                           همچنين المان سطح اين رويه به صورت 

  

 

 

 

u vds r r dudv 
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  انتگرال روی سطح

الر روی سطح   انتگرال توابع اس

اسكالر تابع انتگرال )۱  f f x, y, z  روي سطحS معادله به g x, y, z 0 كه در آن صورت زير تعريف مي شود  به

D  تصوير ناحيهS  است.روي يكي از صفحات مختصات                        u

S D

g
f ds f dA

g P


  

  


                          

Pكه در آن بردار


ˆيكي از سه بردار ˆ ˆi, j, k و است كه عمود بر ناحيه تصوير استuيكي از سه مختصهx, y, z متناظر باP


 
تصوير  xy را روي صفحه S .مثلا اگر ناحيهاست كه المان سطح آنها در قسمت دستگاه مختصات كارتزين آورده شده است

انتگرال به صورت است كه در نهايت فرمول k̂احيه بردارن كنيم عمود بر اين
zS D

g
f ds f dxdy

g


   



  در مي آيد. 

براي رويه  )۲ z g x, y:                         
22

S D

g g
f ds f x, y,g x, y 1 dxdy

x y

             
        

  

اگر سطح  به صورت )۳        r u, v x u, v , y u, v , z u, v
  پارامتري شده باشد: 

   u v

S D

f ds f r u, v r r dudv   
 

  

كافيست قرار دهيمS*براي محاسبه مساحت سطح  f x, y, z 1 :پس در دو حالت كارتزين و پارامتري داريم  

u v

S D

A ds r r dudv   
 

و                          
zS D

g
A ds dxdy

g


  



  

 وی سطح (انتگرال شار)انتگرال توابع برداری ر 

به معادله Sانتگرال ميدان برداري را روي سطح  )١ g x, y, z 0مي كنيم كه در آن به صورت زير تعريفn̂ بردار يكه
   روي يكي از صفحات مختصات است. Sتصوير ناحيه D و S عمود بر سطح

gبا توجه به
n̂

g


 




  وu

g
ds dA

g P



 



 بدست مي آيدu

g
ˆds nds dA

g P


  

 


  : در نتيجه                                

u

S S D

g
ˆflux F ds F nds F dA

g P
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انتگرال به صورت است كه در نهايت فرمول  k̂تصوير كنيم عمود بر اين ناحيه بردار xyرا روي صفحه  Sاگر ناحيه 

zS D

g
ˆF nds F dxdy

g


   

 
  در مي آيد.

اگر سطح به صورت )٢ z g x, y   باشد با توجه به   22

x yds 1 g g dxdy  و 
   

x y

22

x y

g , g ,1
n̂

1 g g

 


 
 

بدست مي آيد x yn̂ds g , g ,1 dxdy    : در نتيجه 

    x y

S S D

ˆF ds F nds F x, y,g x, y g , g ,1 dxdy        
  

 

به صورت  اگر سطح )٣        r u, v x u, v , y u, v , z u, v
 پارامتري شده باشد   

uبا توجه به  v

u v

r r
n̂

r r


 



 
  وu vds r r dudv 

  بدست مي آيد u v
ˆds nds r r dudv   

   :  در نتيجه  

    u v

S S D

ˆF ds F nds F r u, v r r dudv       
       

  

ه استوکس    )Stokes's Theorem(قض

 بستهتوسط خم  S ا به انتگرال دوگانه روي ناحيه محصور به خم مرتبط مي كند. اگر سطحاين قضيه انتگرال روي خم ر
ميدان مؤلفه هاي و  بردار يكه قائم و روبه خارج سطح باشد n̂و محصور باشد cقطعه قطعه هموار 

برداري 1 2 3F F ,F , F


 ) i iF F x, y, z ( داراري مشتقات جزئي مرتبه اول پيوسته باشد آنگاه 

 
c S S

ˆ ˆF dr curl F nds F nds       
    

*جهت درست در قضيه استوكس از قانون دست راست تعيين مي شود به اين صورت كه اگر چهار 
  را نشان مي دهد.n̂بچرخند آنگاه انگشت شست جهتcانگشت در جهت خم 

داراي مرز مشتكر باشند با دوبار نوشتن قضيه Sو S*نتيجه مهم قضيه استوكس: اگر دو سطح
استوكس نتيجه زير حاصل مي شود :           

S S

ˆ ˆcurl F nds curl F nds


   
 

                                                                               

مثلا اگر يك نيم كره داشتيم كه قسمت باز آن با دايره اي بسته شده باشد مي توان به جاي 
  روي سطح كره ، انتگرال روي سطح دايره كه ساده تر است را محاسبه كرد. محاسبه انتگرال
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اگر در قضيه استوكس قرار دهيم    1 2F F x, y , F x, y ,0


فرض كنيم حالت خاصي از  2صفحه و سطح را در  
 قضيه استوكس بدست مي آيد كه به قضيه گرين معروف است : 

ن ( ه گ   )Green's Theoremقض

روي ناحيه محصور به  گانهرا به انتگرال دو2در صفحه c بسته اين قضيه انتگرال در امتداد منحني
c .با فرض اينكه را به هم مرتبط ميكندc  قطعه قطعه هموار باشد كه ناحيه  بستهيك خم سادهR  را

و تابع برداري  ناحيه داراي جهت گذاري مثبت باشد اين نسبت بهو در بر مي گيرد 
   1 2

ˆ ˆF F x, y i F x, y j 


 مشتقات جزئي مرتبه اول پيوسته باشد:  داراي

2 1
1 1

c c R

F F
F dr F (x, y) dx F (x, y)dy dxdy

x y

  
       

  
   

ه ای مانند* ه مساحت ناح ن 2در cمحصور در خم  Rمحاس ه گ مک قض  ه 

2اگر ميدان برداري را طوري انتخاب كنيم كه  1F F
1

x y

 
 

 
ي آنگاه با توجه به قضيه گرين مساحت اين ناحيه را مباشد  

1                بدست آورد :            cتوان با محاسبه انتگرال ميدان روي خم  2

R c c

A dA F dr Fdx F dy      
   

ساده ترين مثال ها از اين ميدان برداري F 0, x


و  F y,0 


  مي باشد. 

اوس ( س  ه دیورژا   )Gauss's Theoremقض

 تبديل مي كند. اگر روي حجم گرال دوگانه روي سطح را به انتگرال سه گانهاين قضيه انت
S  3در بستهسطحي  3كه حجمباشدV   را محصور كرده وn̂  بردار يكه قائم و

Fو ميدان برداري روبه خارج سطح باشد


داراري مشتقات جزئي مرتبه اول پيوسته باشد  
  آنگاه 

S S V V

ˆflux F ds F nds div Fdv Fdv          
    

                                                              

بر حسب كسينوس هاي هاديش نمايش داده شود n̂اگر بردار     ˆ ˆ ˆn̂ cos i cos j cos k      ه آنگاه قضي
با فرضديورژانس  1 2 3F F ,F , F


  معروف است. ٣٥به فرم زير در مي آيد كه به فرمول استروگرادسكي

31 2
1 2 3

V S

FF F
dxdydz Fdydz F dxdz F dxdy

x y z

  
        

  

                                                           
35.Ostrogradsky 
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طح بسته ايجاد كرد سپس اضافه كرد و يك س Sرا به سطحSسطح بسته نبود مي توان S*اگر در سوالي سطح داده شده 
 Sمقدار انتگرال روي سطحSاز قضيه ديورژانس استفاده كنيم.در نهايت بايد براي بدست آوردن مقدار انتگرال روي سطح

  :را از مقدار انتگرالي را كه از قضيه ديورژانس بدست آورديم كم كنيم .به بيان رياضي 

S V S

ˆ ˆF nds div Fdv F nds


     
  

         
S S V

ˆF nds div Fdv


  
 

  

if                      *نكته :                                                                             div F 0 flux 0  


  

اه مختصات ده خط) منح الخط دست   (Curvilinear coordinate) (خم

اجزاء مربوط به كارتزين سطوح به صورت صفحه هاي صاف هستند و  ٣٦در دستگاه مستقيم الخط
تعريف مي گردند كه جهت آن ثابت است اين در حاليست كه دستگاه مختصات حركت در دستگاهي 

رتي اين دستگاه ها به منحني الخط خصوصيات مسيري كه ذره مي پيمايد را نيز در بر مي گيرد به عبا
 .مسيري كه توسط ذره پيموده مي شود وابسته هستند

از دستگاه مختصات در آن ثابت است، صفحه  يا از سطوح كه مختصه يكيحداقل  ست كهمعنا نيبد خط دهيخم
، مشترك يدوار قائم حول محور يها كه استوانه يا و انحنا دارد. مثلاً در دستگاه مختصات استوانه ستيصاف ن

فاصله  بيانگرمركز حول مبدأ،  هم يها كه كره يدر دستگاه مختصات كرو اي نداز محور هست rبيانگر فاصله 
   هستند. با راس واقع در مبدا بيانگر زاويه zمحور قطبي  دوار قائم حول يها و مخروط از مركز هستند (شعاع)

انيم به صورت محل برخورد سه سطحي كه مختصات خميده خط را مي سازند را مي تو در فضاي سه بعدي هر نقطه
iح ثابتوسط . توصيف كنيم 1, 2,3 iu cteاز اين سطح ها به صورت تابعي از  كه هر يكx,y,x  بيان مي شوند

iيعني  1, 2,3 ;  i iu u x, y, zحال اگر 
 

1 2 3u , u , u
J 0

x, y, z


 


دباشد طبق قضيه تابع ضمني مي توان نوشت 

 1 2 3z z u ,u ,u   و 1 2 3y y u , u , u و 1 2 3x x u , u , u. به هريك از اين سطح هاي ثابتiu cte  مي
iuعمود بر سطح ثابت  iûبردار يكه توان cte و در جهت افزايشiu  نسبت  داد. هر بردار را مي توان بر حسب اين

در دستگاه مختصات منحني الخط متعامد نوشت :                   بردارهاي يكه 
1 1 2 2 3 3u u u u u u
ˆ ˆ ˆA A e A e A e  


  

اه متعامد  1دو به دو بر هم عمود باشند به طوري كه تمختصا هستگاد ههندد لتشكي حسطو گرا:دست 2ˆ ˆu u 0   و

1 3ˆ ˆu u 0 2و 3ˆ ˆu u 0  .ت سه مماس مختصا يها برمنحني نقطه هردر  به عبارت ديگرآنگاه يك دستگاه متعامد داريم
دستگاه هاي مختصات غير متعامد  .گويند متعامدرا  هستگاد باشند مدمتعا وبه د دو اين مماس ها ههرگا د،كر سمر انتو مي

در برخي از مباحث خاص فيزيك كاربرد دارند اما در مسائل مهندسي كه ما تحليل مي كنيم مسئله را پيچيده خواهند كرد 
 پس در اين جا فقط به بررسي دستگاه هاي متعامد مي پردازيم.

                                                           
36.Rectilinear coordinate 
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اه راست گرد (  سمتاز با گردش  يعني ،باشد اربرقر ديگر راست نظم يكه ير هادابر بين گر: اراست گوشه)دست
  .گرد خواهيم داشتسترا تمختصا هستگاد ،باشد مسو بردار يكهبا  برابر بردار يكه  دو جيرخا بضر صلحا ،سترا

 3 1 2ˆ ˆ ˆu u u      2      و 3 1ˆ ˆ ˆu u u     1    و 2 3ˆ ˆ ˆu u u    

  

اس) ک (مق ب م   )scale factors((metric coefficients)ا

به مختصاتAنقطه 1 2 3u , u , u  وB به مختصات 1 1 2 2 3 3u du , u du ,u du   را در دستگاه مختصات منحني
iبهiuالمان طولي باشد كه از تغيير  idر مي گيريم اگرالخط متعامد در نظ iu du  و المان  دحاصل مي شود وقتي كه

iبه ازاي idو iduديگر ثابت نگه داشته بشوند آنگاه  1, 2,3 الزاماً با هم برابر نخواهند بود و در حالت كلي توسط رابطه
i           زير به يكديگر مربوط مي شوند: 1, 2,3       ;    

iu i i id d h du            و iu i i iˆd d d u 
 
     

تبديل  idرا به  iduديفرانسيلي تغييركه  نياز است ضريب تبديليبرابر نيست بلكه  iduهميشه باidبايد توجه داشت كه
  مي باشند. كه تابعي از موقعيت براي يك دستگاه مختصات منحني الخط هستند مقادير مثبت و غير صفرياين ضرايب .كند

در دستگاه هاي مختصاتي كه داراي پارامترهايي هستند كه اين پارامترها از جنس طول نيستند اين ضرايب كمك در واقع 
  د.نطول باش نوشته مي شود به فرمي درآيد كه از جنس ميكنند تا مؤلفه هاي المان طول كه بر حسب اين پارامترها

خططور كلي در دستگاه مختصات منحني البه   1 2 3u , u , u ،ih ) هاi 1, 2,3( (مختصه هاي) تابعي از پارامترهاي  

i                                                               ; : به عبارتيدستگاه اند  1, 2,3 ;   i i 1 2 3h h u ,u ,u   

rاگر بردار 
  1بردار مكان باشد آنگاه 2 3

1 2 3

r r r
dr du du du

u u u

  
  
  

   

بردار
i

r

u





rبا داشتن بردار مكان مماس است  iuبر خم مختصه 


در مختصات با پارامترهاي   1 2 3u , u , u بردار هاي پايه

iاز رابطه  1, 2,3;  i
i

i

r
u

û
r
u










 كه بدست مي آيد
i

r

u





 همان ضريب مقياس است پس  

i i
i

r
ˆh u

u







       i i

i
i

i

r r
u u

û
hr

u

 
 

 



 

      و   i 1, 2,3  ;                                 

  

iu i
i

r
h h

u


 







44 
 

  المان طول در حالت كلي در دستگاه مختصات منحني الخط متعامد از روابط زير بدست مي آيد :

1 1 2 2 3 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆdr d d u d u d u h du u h du u h du u      
             

       2 2 2 22 2 2
1 1 2 2 3 3d h du h du h du    

 الخط متعامد از روابط زير بدست مي آيد: المان سطح در حالت كلي در دستگاه مختصات منحني

1
1

22

33

u 1 2 3 2 3 2 3 1u 1 2 3 2 3 2 3

u 2 1 3u 2 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 2

u 3 1 2u 3 1 2 1 2 1 2 1

ˆds ds d d h h du du uds ds d d h h du du

ˆds ds d d h h du du , ds ds d d h h du du u

ds ds d d h h du du ds ds d d h h

      


      
       

   
  

   
   

   
    2 1 2 3ˆdu du u







 

 المان حجم در حالت كلي در دستگاه مختصات منحني الخط متعامد از رابطه زير بدست مي آيد: 

          
 1 2 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

x, y, z
ˆ ˆ ˆdv d d d h du u h du u h du u du du du Jdu du du

u , u ,u


       



  
    

 :رو تعريف مي شوددرمختصات منحني الخط متعامد به صورت روبه ژاكوبين  
 

1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3

x x x

u u u

x, y, z y y y
J

u , u ,u u u u

z z z

u u u

  
  

   
 
   

  
  

 

1مثلا ضرايب مقياس برابراند در مختصات متعامد ژاكوبي ها با حاصل ضرب   2 3J h h h 1و 2 3dxdydz Jdu du du  

1يا در مختصات دو بعدي با مختصه هاي  2u , u ژاكوبين به صورت 
  1 2

1 2

x, y
J h h

u ,u


 


    مي باشد.   

ˆت آوردن ضرايب مقياس مختصات استوانه اي با توجه به بردار مكان بدس   ˆ ˆr xi yj zk  
  و تبديل هاي زير               

z z  y r sin    x r cos   3u z   2u    1u r  

   

     

2 2 2
2 2

r

2 2 2
2 2

z

r x y z x y z
h , , cos sin 0 1

r r r r r r r

r x y z x y z
h , , r sin r cos 0 r

r x y z x
h , ,

z z z z z



                                           

                                            

              





 2 2 2
y z

0 0 1 1
z z
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اه مختصات منح الخط متعامد س برداری در دست فرا رهای د  عمل

با در نظر گرفتن ميدان اسكالر 1 2 3f f u ,u ,u  1و ميدان برداري 1 2 2 3 3ˆ ˆ ˆF Fu F u F u  


 

1                                                            گراديان:                   2 3
1 1 2 2 3 3

1 f 1 f 1 f
ˆ ˆ ˆf u u u

h u h u h u

  
   

  


  

                              ديورژانس:      1 2 3 2 1 3 3 1 2
1 2 3 1 2 3

1
F Fh h F h h F h h

h h h u u u

   
        

 
F


div 

                              كرل:       

31 2

2 3 1 3 1 2 1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

ˆˆ ˆ uu u

ˆ ˆ ˆh h h h h h h u h u h u

1
F

u u u h h h u u u

h F h F h F h F h F h F

     
   

     

 
F


curl 

2                  لاپلاسين:            
2 3 1 3 1 2

1 2 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3

h h h h h h1 f f f
f

h h h u h u u h u u h u

          
                   


  

*دستگاه هاي مختصات متعامد زيادي وجود دارند اما ما در اين جزوه سه دستگاه هاي كارتزين ، استوانه اي و كروي كه 
 يرـگي نلماا هنحوت ها و تعاريف بيان شده مورد بررسي قرار مي دهيم و كاربرد و عموميت بيشتري دارند را با توجه به كمي

با جايگذاري مختصه ها و ضرايب هر دستگاه كه در جدول زير  د.كر هيماخو تشريح  اـه هتگاـسد نـيازا كـي رـه روي را
  ست خواهد آمد.آمده در روابط مطرح شده براي دستگاه مختصات منحني الخط متعامد روابط براي هر دستگاه بد

  

  

 

ن  ارت اه  اه استوانه ای  دست اه کروی  دست   دست

مختصه ها 
ها) ارام )  3u z     ,   2u y      ,    1u x  3u z,  2u  , 1u r  3u  ,  2u  , 1u    

ه ا 3  بردارهای 
ˆˆ ˆu z k ,  2

ˆˆ ˆu y j ,  1
ˆˆ ˆu x i   3ˆ ˆu z, 2

ˆû  ,  1
ˆû r  3

ˆû   , 2
ˆû   , 1

ˆû    

ب  ا
اس 3  مق zh h 1 , 2 yh h 1 , 1 xh h 1   3h 1  2h r  1h 1   3h sin  1h 12h     
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اه های مختصات رد انواع دست ار ی و  ادگ ت   اهم

ين يك اولين كاربرد تمامي سيستم هاي مختصات تعيين كردن يك نقطه در فضاست. پس از يك تك نقطه نوبت به تعي
در حل مسائل عملي هميشه با نواحي يا اشياء سر و كار داريم و لازم است  مسير و يا يك شكل در صفحه يا فضا مي رسد.

مثلا بيان يك دايره كه مركز  فرمول هاي عمومي را در دستگاه مختصات مناسب هندسه مسئله مفروض بيان نماييم. 
ي بسيار ساده تر از دستگاه دكارتي است در حالي كه بيان معادله خط در همان مركز دايره باشد دردستگاه قطب ، مختصات

مي توان بيان  دكارتي و قطبي در هر دو مختصات رابيضي و مقاطع مخروطي مختصات دكارتي آسان تر از قطبي است.
به اين دليل  ستفاده كردل از آنها نمي توان ازيبايي است ولي در عمو كرد. بيان آنها در دكارتي راحت تر است داراي صورت 
قطبي وابسته به نقطه مورد بيان است. مثلا در بيان مدار مختصات  كه مختصات دكارتي وابسته به مبدأ است در حالي كه

ويه شعاع حامل سياره تا آن مي توان از آسمان راستاي معياري انتخاب كرد و با محاسبه زا  يك سياره حول خورشيد
  .را استخراج كرد rرا رؤيت كرد و از فرمول مدار،θيعني مي توان  شيد را محاسبه كردسياره از خور فاصلهمرجع،

تي مانند لوله هاي براي مدل سازي سيستم هاي مورد بررسي در صنعت و توصيف كاركرد هاي آن نياز است كه تجهيزا
مخازن ذخيره  ،توانه هستند صورت استانكرها و همچنين كمپرسور موتور هواپيما كه به  ، برج هاي تقطير ،انتقال سيالات 

ت نيزكه عموماً به صورت سازي كه به صورت كروي يا استوانه اي طراحي مي شوند و كاتاليست هاي مورد استفاده در صنع
طالعه مي شوند.كروي اند و بسياري از سامانه هاي ديگر در مختصات مناسب و متناظر با شكل آنها بررسي و م  

ال هاي سيستم استوانه اي بيان مكان هواپيما از فرودگاه است. بدين شكل كه فاصله مستقيم فرودگاه يكي از رايجترين مث 
مي كنند اما در از سطح زمين را برحسب طول بيان  و هواپيما و همچنين راستاي اين شعاع حامل با شمال و ارتفاع هواپيما

  .دپيما از سيستم مختصات كروي استفاده مي شو هواپيماهاي قاره

نيازمند انتگرال گيري چندگانه هستيم كه عمدتاً به دليل محاسبات  ٢و رياضي عمومي  ٢در دروسي مثل فيزيك عمومي 
طولاني و طاقت فرسا در دستگاه كارتزين با تبديل دستگاه كارتزين به دستگاه هاي استوانه اي و كروي المان خود را تغيير 

همچنين در دروس مهندسي باتوجه به هندسه مسئله نيازمند حل رال مي رسيم.داده و به عبارت ساده تري براي حل انتگ
 مكانيكدر  كه مانيز) در دستگاه هاي دكارتي ، استوانه اي و يا كروي هستيم. مثلا PDEمعادله با مشتقات جزئي (

 تمختصا ،سيستم دسههن به توجهبا د،وـش يـم نوشته لوله يكدر  سرعت يعزتوآوردن  بدست ايبر مومنتم لهدمعا تسيالا
 د.ميشو بنتخاا تمحاسبا منجاا ايبر اينهاستوا

 

 

  

  



47 
 

عد اه مختصات دو    )ی(صفحه ا یدست

منحصربه  به صورترا  يا مختصه نقطه مورد نظر رپارامت سيستم هاي مختصاتي هستيم كه تنها با ارائه دو صفحه نيازمنددر
    .پردازيم و مختصات قطبي،يعده معرفي مختصات دكارتي دوببمربراي اين اارائه دهد. فرد  2 x, y x, y     

 

( ار ن (د ارت اه مختصات  عدی  دست  )2D Cartesian coordinate system (دو 
 

 هم مي گويند . ٣٨يا قائم ٣٧به اين دستگاه مستطيلي

تنها يك شرط براي انتخاب اين اساس كار در مختصات دكارتي بر انتخاب دو راستاي متمايز هست اما 
دو راستا تعيين شده و آن عمود بودن دو راستاي مورد نظر است. به همين دليل به مختصات دكارتي، 

  .دستگاه مختصات متعامد نيز مي گويند
 

 ستگاهدترتيب ارائه مختص ها در  .در شكل مي توانيد نمايي كلي از اين دستگاه مختصات ببينيد
مختصات با  ستگاهداول در اين  محور متناظر با مؤلفه.ام گذاري مختصات بستگي داردمختصات به ن

عرض  yطول نقطه و به  xكه به  تعيين مي شودy با طور محور متناظر با مؤلفه دوم مشخص مي گردد و همين x حرف
تمامي  مي نامند "ربع"را يك اين محور ها ناحيه را به چهار قسمت تقسيم مي كنند كه هر كدام از آنها .نقطه مي گويند
متناظر با ثابت بودن مختص دوم هستند. براي تعيين  ، متناظر با ثابت بودن پارامتر اول و خطوط افقي ، خطوط عمودي

مختص هاي يك نقطه در اين صفحه مي توان يك بار از خطوط افقي و يكبار از خطوط عمودي استفاده كرد و در نهايت 
طوط افقي را به عنوان مؤلفه اول و مجموعه فواصل طي شده روي خطوط عمودي را به مجموعه فواصل طي شده روي خ

يك زوج مرتب لعنوان مؤلفه دوم ارائه كنيم. يعني مختصات ارائه شده به شك x, y خواهد بود.  
  

ه ا   بردارهای 
بردارهاي يكه در راستاي محورهاي مختصات به صورت   ˆx̂ i 1,0   و ˆŷ j 0,1  .مي باشند 

ˆ                                    :    كه براي اين بردارها  داريم  ˆi j 0               وˆ ˆ ˆ ˆi i j j 1       
  

x*نمايش هر بردار در اين دستگاه به صورت  y
ˆ ˆA A i A j 


 مي باشد. 

  

فاصله دو نقطه * 1 1A x , y و 2 2B x , y  به صورت   2 2

2 1 2 1d x x y y    .مي باشد 

 

                                                           
37.rectangular 
38.orthogonal 
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xدر مختصات كارتزين : *المان ديفرانسيلي طول

y

d dx

d dy


 




  ,  x

y

ˆd dxi

ˆd dyj

 









 ,  ˆ ˆd dxi dyj 

    

   ا توجه به المان بالا داريم:توجه: ب*

       
2 2

2 2 2 2dx dy
d dx dy dt x y dt V dt

dt dt
            
   


  

ˆپس مي توان گفت اگر  ˆR xi yj 


باشد آنگاه طول قوس منحني در بازه  tبر حسب  معادله پارامتري منحني مفروضي 

 0 1t , t  از رابطه
1 1

0 0

t t

t t

d V dt  


  .بدست مي آيد  

اگر طول قوس تابع همچنين  y f x  را در بازه a,b :بخواهيم مي توان نوشت  

   
b b

2

a a

d 1 y dx      و     
2

2 2 2dy
d dx dy 1 dx 1 y dx

dx
        
 

  

ds        :در مختصات كارتزين *المان ديفرانسيلي سطح dA dxdy      ,      ˆ ˆ ˆds dA dxi dyj dxdyk   
 

    

 
اه مختصات قط (  )Polar coordinate systemدست

  
راهي ديگر براي تعيين مكان يك نقطه بر روي صفحه انتخاب يك راستاي مرجع و يك 

كه باز  ستگاهدراستاي دوار است كه هر دو راستا در نقطه مبدأ مشترك خواهند بود. در اين 
ي دوم بنابر موقعيت نقطه مورد نظر متغير است) ابتدا هم دو راستاي مرجع داريم (اما راستا

را به عنوان مبدأ انتخاب ميكنيم و سپس خطي از مبدأ به سمت نقطه مورد نظر  قطه اين
را كه آن   oxو خط  oمبدا قطب يا  .رسم ميكنيم و آن را دومين راستاي مرجع ميگيريم

,r) اين دستگاه زوج مرتبمختصات هر نقطه در در نظر ميگيريم.گوييم  ٣٩محور قطبي )  است كه در آنr   فاصله نقطه
مي  )c.c.w(٤٠)پادساعتگرد مثلثاتي ( مثبت اندازه گيري آن جهت كه جهت opو  oxزاويه بين  ) و opاز مبدا است (

  .باشد
ستگاه دنظر از نوع  معين كنيم، مكان نقطه مورد نظر صرف بايد دانست كه در يك صفحه هرگاه مكان نقطه اي را 

را از مختص هاي  ستگاهديك نقطه در صفحه بيش نيست و بايد توانست هر يك از مختص هاي يك  ، مختصات انتخابي
كه طبق  براي اين امر ميتونيد به شكل زير توجه كنيد ؛ديگر بدست آورد ستگاهد

 :م الزاويه مي توان نوشتروابط مثلثاتي و فيثاغورث در مثلث قائ

 

r 0
2 2 2 2 2r x y r x y

y
tan

x

     

  


و             
 
 

x r cos

y r sin

 


 
 

 

                                                           
39.polar axis 
40.counterclockwise 
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         :توجه داشته باشيد كه 

   
if y 0, x 0 0

if y 0, x 0

    
      

  و   
if x 0, y 0

2
3

if x 0, y 0
2

     
      


و    

0 ; x 0 , y 0

y
arctan( ) ; x 0, y 0

x
y

arctan( ) 2 ; x 0, y 0
x
y

arctan( ) ; x 0
x

   

   


     

    

    

  روي دايره تغيير نمي كند يعني : 2ن هر *موقعيت نقاط در دستگاه قطبي پس از طي كرد
 k  و   p r, p r, 2k     

rممكن است* 0 به جايداده شود كه طبق تعريف قابل قبول نيست.به صورت قرارداديr 0 مي  نظرقرينه آن را در
موقعيت اين نقطه را به صورتراديان دوران مي دهيم يعني گيريم ومحور شعاعي آن را  p r,   .نمايش مي دهيم  

ه ا   بردارهای 

r(شعاعي) : r افزايش بردار يكه در جهت
ˆ ˆr e ,   در جهت افزايشبردار يكه(مماسي) : ˆ ê   

rكه براي اين بردارها داريم :                      r
ˆ ˆ ˆ ˆe e e e 1                 وr

ˆ ˆe e 0   

وجهت آن به گونه اي است كه  rمتداد عمود است براامتداددرامتداد بردارمكان بوده و r*امتداد 
  شود . باعث افزايش

       تبديل بردارهاي پايه مختصات قطبي به دكارتي :

   ˆ ˆˆ ê sin i cos j                  و   r
ˆ ˆˆ ˆr e cos i sin j      

r*بردارهاي يكه
ˆ ˆe ,e ترتابعي پارامتري از پارام  هستند به عبارتي ˆ ˆe e   و r rˆ ˆe e   

*فاصله دو نقطه  1 1A r , و 2 2B r , در مختصات قطبي به صورت 2 2
1 2 1 2 2 1d r r 2r r cos     .مي باشد  

  طبي :* مشتق بردارهاي پايه مختصات ق

rاند و با مشتق گيري ازآنها نسبت به اين پارامترداريم: بردارهاي پايه تابعي از پارامتر) ١

ˆde
ê

d
  


rو  
ˆde

ê
d 


  

نيز با گذشت زمان تغيير مي كند) با  هستند واز آنجايي كه بردارهاي يكه با تغيير زمان تغيير مي كنند (چراكه تابع )٢
ˆr         مشتق گيري از اين بردارها نسبت به زمان داريم : ˆe e  

           و    rˆ ˆe e   
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rd :طول در مختصات قطبي  ديفرانسيلي *المان dr

d rd


  




  ,  r ˆd drr

ˆd rd

 


 






,  rˆ ˆd dre rd e  

   

  مي باشد. rdباشد آنگاه طول كمان مقابل آنdشكل مي توان دريافت كه اگر زاويه*با توجه به 

عي به دليل اينكه در راستاي شعا  داشته باشيم(يك حلقه) مثلا اگر يك توزيع خطي روي محيط دايره 
dطول تغيير مي كند داريم : ط در راستايتغيير نداريم و فق rd    

ds ديفرانسيلي سطح در مختصات قطبي: المان* rdrd   و   r
ˆˆ ˆds dre rd e rdrd k    


   

  بدست آورد. rdو  drتوان مقدار اسكالر المان سطح را با ضرب  با توجه به شكل هم مي*

 
 

   
       2 2

x x
cos r sinx, y rJ r cos r sin r
sin r cosy yr,

r

 
           
   

 

 

dAپس براي انتگرال گيري دوگانه پس از تغيير متغير طبق قضيه فوبيني خواهيم داشت: dxdy Jdrd rdrd       

1قطبي داريم: دانستيم كه در مختصات* 2u r,u   1و r 2
ˆ ˆˆ ˆu e , u e بردار مكان و    rˆr re r cos ,sin   

  

آنگاه با توجه به اين مطالب ضرايب متريك را براي دستگاه قطبي بدست مي آوريم (در قسمت معرفي ضرايب متريك با 
  ت كارتزين به قطبي اين ضرايب را بدست آورديم)بردار مكان در مختصات كارتزين و روابط تبديل مختصا

        

          

2 2
r

2 2

r
h cos ,sin cos sin 1

r

r
h r sin , r cos r sin r cos r


        




          





  

س  فرا رهای د   در مختصات قط برداری عمل

با فرض f f r,   ميدان برداري به عنوان ميداني اسكالر و   r
ˆˆF F r, r F r,    


كه مؤلفه FوrFكه در آن 

  باشد داريم : r,تابعي دو متغيره از هاي ميدان برداري مي باشند

f   گراديان : 1 f ˆˆf r
r r

 
   

 


  

   لاپلاسين :
2 2

2
2 2 2

f 1 f 1 f
f

r r r r

  
   

  
     

rديورژانس: 
r

FF 1 1
F F

r r r
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اه مختصات منطبق بر مس  عدی دست ی)(مما دو    (n-t)عمودی)-(مس

)Path variables coordinate system( (Normal and tangential coordinate system) 

حركت منحني الخط ذرات ،استفاده از متغيرهاي مسير مي يكي از روش هاي توصيف 
اين  .بر مسير صورت مي گيرد nو عمود  tباشد كه اندازه گيري آن در طول مماس 

براي توصيف حركت ذره نسبت  ر واقع دستگاه مختصات مكاني نيست بلكهدستگاه د
 n-tدستگاه بردار هاي سرعت و شتاب قابل استفاده است .  به مرجع متحركي كه روي آن در نظر گرفته مي شود به كمك

به گونه اي تعريف مي  )T̂ياtê )t̂به طوري كه جهت بردار يكهبا حركت ذره در طول مسير مطابق شكل حركت مي كند 
شود كه راستايش موازي با مماس بر منحني در هر لحظه باشد و سويش به سمت جهت حركت ذره روي اين منحني باشد 

جهت آن )s(با فرض پارامتري شدن خم بر حسب كت ذره است و مماس بر مسير حردر هر لحظه  têبه عبارت ديگر بردار
 مي باشد و(در واقع بر منحني) têعمود بردر هر لحظه  )N̂ياnê )n̂راستاي بردار يكه .مي باشد  sدر جهت مثبت محور 

  .است تقعر منحنييا به عبارتي  هر نقطه از مسير ٤١مركز انحنايبه سمت  آنهت مثبت ج

با معادله پارامتري  c هموار *اگر خم     ˆ ˆr t x t i y t j 


بيانگر يك منحني مسطح باشد كه حركت ذره اي را  
  روابط زير بدست مي آيد:از  در مختصات كارتزين اين ذره ٤٣و شتاب ٤٢درصفحه نشان مي دهد آنگاه بردار سرعت

         ˆ ˆa t r t v t x t i y t j   
              و                  dr ˆ ˆv t r t x t i y t j

dt
   
       

حركت از رابطه٤٤تنديو     2 2
v v t v x y   

  ومقدار شتاب از رابطه   2 2
a a x y  

   .بدست مي آيد  

پارامتري شده باشد  )s(اگر خم بر حسب طول قوس r r s
  ) با توجه به تعريف پارامتر طول قوسs  پارامتري است كه

نشان دهنده طول مسير پيموده شده روي منحني از مبدأ (مسافت) مي باشد)    
t

a
s t r u du 

 و تعريف بردار سرعت

   r t v t 
 

بدست مي آيد :       
t

a
s t v u du 

  

 ا مشتق گيري از اين پارامتر داريم :  حال ب

  

  بدست آورد.ي توان  مرا با توجه به تعاريف بالا nêوtêهمچنين بردار هاي يكه 

  

                                                           
41.center of curvature  
42.Velocity vector 
43.Acceleration vector 
44.Speed 

ds
s v v

dt
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ه ا  بردارهای 

که مماس بر منح    :(Unit tangent vector)   بردار 

vاربردار يكه هم جهت با برد


                                                                                           t

r v vˆê t T
v vr

   
  

                                       

dr ريم: با توجه به قاعده زنجيره اي دا پارامتري شده باشد )s(اگر خم بر حسب طول قوس dr ds dr
v v

dt ds dt ds
    
    

آنگاه بردار يكه مماس بر منحني از رابطه  t

dr
vv drdsê s

v v ds


  




  بدست مي آيد. 

که    : )Unit normal vector( عمود بر منح بردار 

vبردار يكه عمود بر 
                                                

t

t
n

t t

ˆde
êdtˆê t N t

ˆde ê
dt

  

               

 مي باشد. sبه صورت مشابه است با اين تفاوت كه مشتق نسبت به  (s)بر حسب طول قوسپارامتري شده خم براي 

) ) منح د   )curvatureانحنا (خم

در يك  خميدگي يك منحني آهنگ چرخش بردار يكه مماس بر منحني است يه به عبارت ديگر بيانگر ميزان انحراف خم
نشان  kappaوآن را با  به صورت زير تعريف مي شوده كنقطه از خط مماس بر منحني يا بردار يكه مماس بر آن مي باشد

                                                                   :مي دهيم  
    

t

3 3 3
2 2 2

ê r r v a xy yx
t

r vr x y

  
    



      
  

 
                                          

          اگر منحني بر حسب طول قوس پارامتري شده باشد :                                     
2

t
2

ˆde d r
s

ds ds
  


                 

*انحناي منحني  y f x                                                                         :   

   
3

2 2

f x
x

1 f x


 



  

*انحناي منحني قطبي  r f                                                            : 
 

  

22

3
22 2

f 2 f f f

f f

   
  



  

 t

dr
ê s

ds



  dr

r s 1
ds

 
   



53 
 

، r*انحناي خط راست صفر است و انحناي دايره با شعاع 
1

r
مي گيريم با افزايش شعاع دايره از كه از آن نتيجه  مي باشد

  انحناي آن كاسته مي شود.

  )Radius of curvatureشعاع انحنای منح (

0با شرط    1شعاع انحناي منحني را به صورت
 


  تعريف مي كنيم. 

  *شعاع انحناي دايره با شعاع آن برابر است.

  ارهاي يكه :*روابط بين برد

   t
n

ˆde
ê s r s

ds
   


t   و        nˆ ˆe e 1       و     t n
ˆ ˆe e 0  

t* مشتق بردار هاي يكه :
n

ˆde 1
ê

ds



t     و        t
t n n

ˆ ˆde de ds v s
ˆ ˆ ˆe e e

dt ds dt
    

 
              وn t

s
ˆ ˆe e 


  

tبه صورت  *هر بردار را t n nˆ ˆA A e A e 


 در اين دستگاه روي منحني در صفحه مي توان بيان نمود. 

  

اه منطبق بر مس  عت و شتاب در دست   معادلات 

  

                                        :سرعت
ds

v v s
dt

  
        و    t t t

ds
ˆ ˆ ˆv ve e se

dt
  

  

2     شتاب: 2
t na a a a  


و    

2

2 2
2

n

centripetal acceleration

ds
v sdt

a kv

 
 
    

  



و      

2

t 2

tangential acceleration

d s
a v s

dt
   


tو    t n n

ˆ ˆa a e a e 
  

*وقتي ذره با مقدار تندي ثابت منحني را طي مي كندصرفا شتاب عمودي 
2

n n

v
ˆa e




   دارد. 

naس در نقاط عطف مسير چون شعاع انحنا نداريم پ* 0  
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  (Plane Curvilinear Motion)   حرکت منح الخط در صفحه

  اين معادلات حركت نسبت به دستگاه اينرسي بيان مي شوند.
 مختصات دكارتي:معادلات حركت در

 
 
         :                               بردار مكان      x y

ˆ ˆ ˆ ˆr t r i r j x t i y t j   
    

                            :               ر سرعتبردا   x y
ˆ ˆ ˆ ˆv t r v i v j xi yj    

       
                                       : بردار شتاب  x y

ˆ ˆ ˆ ˆa t r v a i a j xi yj     
       

2                      : و همچنين داريم 2
x yv v v v  

            2و 2
x ya a a a  

  
 

 معادلات حركت در مختصات قطبي :
 

:                                                            بردار مكان  rˆr t re


     

                           بردار سرعت :                r r rˆ ˆ ˆ ˆv t v e v e re r e      
   

                  بردار شتاب :             2
r r r
ˆ ˆ ˆ ˆa t a e a e r r e r 2r e         

       

2                    و همچنين داريم : 2
rv v v v  

      2و 2
ra a a a   

  
rتذكر: توجه داشته باشيد كه بردار مكان را با 
  نشان مي دهيم و باr .مختصات قطبي متفاوت است  

rêبردار مكان در مختصات قطبي تنها بر حسب بردار يكه  سوال پيش بيايد كه چرا اين د*توجه : شاي

بيان مي شود علت آن است بر خلاف دستگاه كارتزين بردارهاي يكه در فضا ثابت نيستند و با تغيير 
هست نيز برداشت مي شود.(روش اثبات ديگر، تساوي تابعي بر حسب  rêنقطه تغيير مي كنند اين مطلب از اينكه بردار

  بردارهاي مكان در دستگاه كارتزين و قطبي مي باشد)
 بستگي ندارد در واقع اين ,θrدر فرمول شتاب در مختصات قطبي به مشتق دوم هيچ يك از مختصه هاي 2r*جمله 

rيكي به خاطر تغيير جهتبدست آمده كه هر كدام منشأ جداگانه دارد  rجمله از مجموع دو جمله 
ˆre و ديگري به خاطر

حركت مارپيچي آب  مانندمي باشد. اين عامل جالبي است كه نقش مهمي در برخي پديده هاي فيزيكي rتغيير اندازه 
هنگام فرو رفتن در يك سوراخ روي زمين و همچنين در هدايت موشك ها اين شتاب حتما لحاظ مي شود وگرنه موشك به 

شتاب كريوليس بيانگر اختلاف شتاب بين دستگاه  .گفته مي شود  ٤٥به اين شتاب شتاب كريوليس هدف برخورد نمي كند.
b به صورت در حالت كلي مكي است ومختصات مرجع و دستگاه مختصات ك

a r2 v 
  نمايش داده مي شود كه در آنb

a



rvمي باشد و  a دستگاه مرجع نسبت به bسرعت زاويه اي دستگاه كمكي
 سرعت ذره نسبت به دستگاه كمكي مي باشد به

عبارتي اگر
 بردار مكان ذره نسبت به دستگاه كمكيb   باشد آنگاهr

b

d
v

dt

   
 

  

                                                           
45.coriolis acceleration 



55 
 

  در قسمت معرفي اين مختصات بيان شد. معادلات حركت در مختصات منطبق بر مسير*

  *حركت دايره اي:

ثابت است در  rره است پس معادلات حركت آن حالت خاصي از حركت در مختصات قطبي مي باشد به طوري كه چون داي
rنتيجه  r 0   :و معادلات حركت آن به صورت زير خواهد بود  

  rˆr t re


 

  ˆv t r e 
   

  2
rˆ ˆa t r e r e    

    

رند و *توجه داشته باشيد كه در حركت دايره اي دستگاه قطبي و منطبق بر مسير مشابه يكديگ
فقط در اين حالت است كه مؤلفه هاي شتاب در دستگاه منطبق بر مسير مماسي و شعاعي مي 

tو داريم :   توان گفت
ˆ ˆe e    وr n

ˆ ˆe e     

 

linear velocity

v v r r    
 
              وt

tangential acceleration

a v r r                          و    
2

2 2
n

radial acceleration or centripetal acceleration

v
a v v r r

r
         


  

2
t n

ˆ ˆa r e r e   
 

 

  

( عدی (فضا اه مختصات سه    دست

منحصربه  به صورترا  يا مختصه نقطه مورد نظر رپارامت سهمختصاتي هستيم كه تنها با ارائه سيستم هاي  نيازمندضا فدر
                                                                                  ارائه دهد. فرد  3 x, y,z x, y,z     

ات قائم (كارتزين) يا مختصات استوانه اي يا مختصات مي توان توسط مختص tرا در هر لحظه  در فضا  pموقعيت ذره 
 توصيف نمود. در فضا متغير هاي مسير يا و كروي 
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عدی ( ) سه  ار ن (د ارت اه مختصات    )3D Cartesian coordinate system دست

  
 بر دعمودو به دو  صفحه سه ،تزينركا تمختصادر 
بدأ كه در يك نقطه به نام م وندـميش بنتخاا هم

اين سه صفحه فضا را به هشت قسمت .متقاطع اند
يك "تقسيم مي كنند كه به هر يك از آنها يك 

نقطه در فضا  رـه تاـمختصو مي گوييم  "هشتم
با فواصل آن از هر يك از اين صفحات برابر خواهد 
 نشان   P x, y, z بود كه آن را با سه تايي مرتب 

x است به عبارت ديگر در  constant , y constant , z constant   مي دهيم كه اين نقطه محل تقاطع سه صفحه
و يا خط دوبه دو عمود بر هم استفاده مي شود. براي رسيدن از نقطه  راستا سهاين سيستم مختصات از 
راستا حركت كنيم و مقدار مسير پيموده اين سه در موازات هر يك از تنها مقيديم  مرجع به نقطه مورد نظر

 به دليل اينكه با تشكيل يكراستاها را به عنوان يك مختصه اعلام ميكنيم.  وي خطوط موازي اينر شده
 تمختصا د،نمو مشخصرا  مكاني يا نقطه موقعيتو  كرده برپارا  ستگاهد ينا انتومي مستطيل مكعب

اطلاق مي شود. نآ به مستطيلي  

ا مي سازند و تصوير يك نقطه در آن صفحه متناظر صفر هر دو راستاي در نظر گرفته شده در اين سيستم يك صفحه ر *
 .بودن مختصه اي است كه راستاي آن عمود بر اين صفحه است

مختصه به شكلي است كه از قانون دست راست  سهشيوه بيان اين يعني دستگاه مختصات كارتزين راست گرد است *
براي نامگذاري اما  نامگذاري ميكنيد x  خاب كرده و باپيروي نمايد. بدين صورت كه شما مختصه اول را به دلخواه انت

قرار  x كه هرگاه دست راست خود را در راستاي به گونه اي باشد تعيين مختصه دوم و سوم بايد
راستاي جهت مثبت خم كرديد، انگشت شست شما نشان دهنده  y داديد و به سمت راستاي دوم

حاصل ضرب خارجي بردار يكه  سمت راستاز همچنين همانطور كه خواهيم ديد .باشد z سوم
 دو محور برابر با بردار يكه محور سوم خواهد بود.

ه ا به صورت  zو yو x: بردار هاي يكه در جهت محورهاي  بردار های  ˆx̂ i 1,0,0  و ˆŷ j 0,1,0  و
 ˆẑ k 0,0,1  .ز نظر اندازه و هم از نظر جهت ثابت هستند.اين بردارها هم ا مي باشد  

ˆ             اريم :               براي اين بردارها د و ˆ ˆ ˆ ˆ ˆi i j j k k 1                       وˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆi j i k j k 0        

بردار ها به صورت  براي به خاطر سپردن ضرب خارجي اين بردار ها بايد به اين نكته توجه داشت كه ضرب خارجي اين و
حركت ما از بردار اول به دوم در جهت فلش باشد ،اگر  به ترتيب هر دو تاي آنها با توجه است يعني در ضرب خارجي دوري

    بردار سوم با علامت مثبت و اگر خلاف جهت فلش باشد با علامت منفي است. براي مثال:  ، (ساعتگرد) حاصل 

  ˆ ˆ ˆk j i        وˆ ˆ ˆk i j            وˆ ˆ ˆj k i            وˆ ˆ ˆi j k   
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مثلا اگر  .(به مؤلفه هايش تجزيه كرد)ان روي محورهاي مختصات تصوير كردهربردار را مي تو*
Aبردار 


Aرا در نظر بگيريم كه   A


و با جهت  زاويه  xو اين بردار با جهت مثبت محور 

بسازد آنگاه به زاويه  zوبا جهت مثبت محور زاويه  yمثبت محور cos   و cos   و 
 cos  مي توان مؤلفه هاي بردارو  مي گوييم  كسينوس هاي هاديA


را برحسب اين  

كسينوس ها بدست آورد :      x y zA A cos , A A cos ,A A cos       

2 به طوري كه 2 2
x y zA A A A A   


همچنين رابطه       2 2 2cos cos cos 1     سينوس براي اين ك

           داريم :هاي هادي برقرار است و      yx z
AA A

cos ,cos , cos
A A A

      

Aمي توان به جاي بردار يكه بردارپس 


،      Aê cos ,cos ,cos     قرار داد.را  

xنمايش هر بردار در اين دستگاه به صورت * y z
ˆ ˆ ˆA A i A j A k  


2و   2 2

x y zA A A A  


و نمايش بردار مكان  

ˆدر اين دستگاه به صورت  ˆ ˆr xi yj zk  
. مي باشد  

فاصله دو نقطه* 1 1 1A x , y ,zو 2 2 1B x , y ,zدراين دستگاه به صورت     2 2 2

2 1 2 1 2 1d x x y y z z      .مي باشد  

در اين دستگاه : *المان ديفرانسيلي طول
x

y

z

d dx

d dy

d dz

 
 
 





و 
x

y

z

ˆd dxi

ˆd dyj

ˆd dzk

 
 
 








ˆو    ˆ ˆd dxi dyj dzk  

     

جه: با توجه به المان بالا داريم: *تو

           
2 2 2

2 2 2 2 2 2dx dy dz
d dx dy dz dt x y z dt V dt

dt dt dt
                   
     


    

ˆس مي توان گفت اگر پ ˆ ˆR xi yj zk  


ر باشد آنگاه طول قوس منحني د tبر حسب  معادله پارامتري منحني مفروضي  

بازه  0 1t , t  از رابطه
1 1

0 0

t t

t t

d V dt  


  .بدست مي آيد  

 ديفرانسيلي سطح در اين دستگاه :*المان 

            
x

y

z

ds dydz

ds dxdz

ds dxdy

 
 
 

   , 
x

y

z

ˆds dydzi

ˆds dxdzj

ˆds dxdyk

 
 
 





,    ˆ ˆ ˆds dydzi dxdzj dxdyk  


   

dv                             تگاه :  لي حجم در اين دس*المان ديفرانسي dxdydz  
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س فرا رهای د اه   برداری عمل ندر دست  ارت

با فرض f f x, y, z  ميدان برداري به عنوان ميداني اسكالر و     x y z
ˆ ˆ ˆF F x, y, z i F x, y, z j F x, y, z k  



تابعي سه متغيره ازمي باشند، مؤلفه هاي ميدان برداريكه zFوyFوxFكه در آن كارتزين  درمختصات x, y, z باشند
 :داريم

ان :           گراد
f f fˆ ˆ ˆf i j k
x y z

  
   

  


  

 : لاس        لا
2 2 2

2
2 2 2

f f f
f f

x y z

  
     

  


  

س :  yx       دیورژا z
FF F

F
x y z

 
    

  

 
  

             کرل : 

x y z

ˆ ˆ ˆi j k

F
x y z

F F F

  
 

  

 
 

  

  

,rر مبحث مختصات استوانه اي پارامترهاي داز آنجايي كه اين جزوه مبناي رياضي دارد :تذکر مهم  , z  و در مختصات
,هايكروي پارامتر ,     به جايمانند فيزيك و الكترومغناطيس معرفي شده اند در برخي از كتبr  در مختصات استوانه

در مختصات كروي از  از طرفي ممكن است در اكثر اوقات به جاي پارامتراستفاده مي شود ازوبه جاي اي از
به جاي هم تعريف شده باشند اين پارامترها را نبايد با هم اشتباه  و فاده شود يا در مختصات كروي است rيا  Rپارامتر 

بيان مي شوند و مقايسه آنها با  )روي شكل(گرفت چراكه تمامي روابط و نكات در اين جزوه بر حسب پارامتر معرفي شده 
كتاب ديگر بدون دقت به تعريف پارامتر امكان اشتباه را در پي دارد پس كافيست به تعريف پارامتر ها دقت كنيد تا در  روابط

 تشخيص آن دچار مشكل نشويد.
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اه مختصات استوانه ای (  )cylindrical coordinate systemدست
هر  ستگاهددر اين . است مختصات قطبي دو بعدي در فضاي سه بعدي ستگاهدمختصات استوانه اي تعميمي از  ستگاهد

نقطه با يك سه تايي مرتب  r, , z اي نوعي مختصات استوانه.مشخص مي شود
مختصات متعامد است كه در آن يك نقطه، در فضا بر روي قاعده يك استوانه در نظر 

 (z) و ارتفاع استوانه ،)r(شعاع ،  zفاصله از محور شود. مكان آن نقطه بر اساسگرفته مي
 شود.، بيان مي(θ) سازدمي x راي كه شعاع قاعده گذرنده از آن نقطه با محوو زاويه

صفحه اي مرجع كه شامل نقطه مبدأ هست در نظر ميگيريم و در آن براي تعيين هر 
همچنين براي تعيين  .مختصات قطبي استفاده ميكنيم ستگاهدنقطه در همان صفحه از 

 نقاط خارج از اين صفحه راستايي عمود بر اين صفحه انتخاب ميكنيم و حركت در راستاي اين
در واقع نقطه اي مانند  راستا را نيز به عنوان مختصه سوم اعلام ميكنيم. 1 1 1P r , , z  

1rنقطه تلاقي يك استوانه به شعاع r 1و يك نيم صفحه بازاويه   نسبت به محورx و
و گذرنده از  xyيك صفحه موازي صفحه 10,0, zمي باشد. براي پوشش كامل فضاي سه 

 بعدي حدود اين پارامترها عبارتند از 

z       0و 2        0و r    

 .شوداستفاده مي  ρ ، φ،z به ترتيب از حروف z و θوr الكترومغناطيس و مخابرات به جاي در فيزيك و به ويژه در مباحث 
حور طولي هستند، مانند جريان آب مختصات استوانه اي در ارتباط با اشياء و پديده هايي است كه داراي تقارن چرخشي در م

در يك لوله مستقيم با مقطع عرضي، توزيع گرما در سيلندر فلزي، ميدان هاي الكترومغناطيسي توليد شده توسط يك جريان 
تر از معادله آن در هاي سادهممكن است معادله يك رويه در يكي از دستگاهو... طولاني سيم مستقيم الكتريكي در يك

شود. اين موضوع در حل تي باشد. در چنين مواردي استفاده از دستگاه مناسب باعث صرفه جويي در وقت ميدستگاه دكار
كارتي ي انتگرالهاي سه گانه در دستگاه ددانيد حل برخكند. همان طور كه ميانتگرالهاي چندگانه اهميت بيشتري پيدا مي

توانيم به جواب مورد نظر برسيم. در دستگاه ه راحتي ميباشد، ولي با يك تغيير مختصات ساده بگاهي غير ممكن مي
r(. اي دارندتند معادلات بسيار سادههس z هايي كه محورشان در امتداد محوراي، استوانهمختصات استوانه a( 

استوانه اي به دكارتي:                                                             دستگاه  پارامترهاي تبديل روابط
 
 

x r cos

y r sin

z z

 


 
 

                     

                                                         ستوانه اي:ابه  دكارتيدستگاه  پارامترهاي تبديل روابط

2 2

1

r x y

y
tan

x

z z



  

     

 
 


 بقيه نكات مانند دستگاه قطبي است.
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  رويه هاي مهم در مختصات استوانه اي:

0r معادله) ١ r فقط دايره اي در صفحهxy  0به شعاعاي كامل كند بلكه استوانهنميرا مشخصr حول
  كند. مي را توصيف z محور

rاگر* 0   باشد مختصه روي محورz خود محورو  بي معني مي شود z 0 با معادلهr= ين مع
   شود.مي

0 معادله ) ٢   عمود بر صفحه است(نيم صفحه اي)ايتوصيف كننده صفحه xy كه شامل محور z  و
 . سازدمي x راديان با قسمت مثبت محور 0اي به اندازهاست و زاويهگذرنده از مبدأ 

  

0z) معادله ٣ z  صفحه اي موازي صفحهxy 0را توصيف مي كند كه به ار تفاعz  از مبدأ واقع شده
  است. 

ه  ا  بردارهای 

r :(شعاعي)rبردار يكه درجهت 
ˆ ˆr e  جهتدربردار يكه و(مماسي): ˆ ê   بردار يكه در جهت  وz:   z

ˆˆẑ e k   

rبراي اين بردارهاي پايه داريم: * r z z
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆe e e e e e 1         و r z z r

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆe e e e e e 0          

ست خود براي تعيين جهت مثبت راستاي سوم از قانون دست راست تبعيت ميكنيم يعني اگر دست را
را در جهت  قرار دارد r̂راست را كه در راستاي  دستچهار انگشت و  را در مركز صفحه قرار دهيد

  دهد.مي نشان را ẑشما جهت مثبت مؤلفه سوم  شست بگردانيد ̂افزايش مختصه دوم

  ريم: همچنين براي ضرب خارجي آنها مانند دستگاه كارتزين دا 

z r
ˆ ˆ ˆe e e             وz r

ˆ ˆ ˆe e e              وr z
ˆ ˆ ˆe e e  

      تبديل بردارهاي پايه مختصات استوانه اي به كارتزين : 

z
ˆˆẑ e k                 و   ˆdr ˆ ˆˆ ê sin i cos j

d       


و                r
ˆ ˆˆ ˆr e cos i sin j      

  از آنجايي كه بردارهاي يكه با تغيير زمان تغيير مي كنند با مشتق گيري از اين بردارها نسبت به زمان داريم : 

zê 0           و         rˆ ˆe e  
           و     rˆ ˆe e     
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A* نمايش هر بردار


rدر مختصات استوانه اي به صورت   z
ˆˆ ˆA A r A A z  


نمايش بردار مكان به صورت  و 

r z
ˆ ˆr re ze 

 .مي باشد  

*فاصله دو نقطه  1 1 1A r , , zو 2 2 2B r , , z  استوانه اي در مختصات  

به صورت      22 2
1 2 1 2 2 1 2 1d r r 2r r cos z z        .بدست مي آيد  

  *المان ديفرانسيلي طول در مختصات استوانه اي:

r

z

d dr

d rd

d dz



  
 





و       
r

z

ˆd drr

ˆd rd

ˆd dzz



 
  
 








ˆˆو      ˆd drr rd dzz   

   

  

  *المان ديفرانسيلي سطح در مختصات استوانه اي:

   ):zجهت (دايره)(سطح عمود بر) المان سطح قاعده استوانه١

zds rdrd   وz
ˆds rd drk 


  

  : )r ه (سطح عمود بر جهت) المان سطح جانبي استوان٢

rds rd dz     وr ˆds rd dzr 


   

θ(  :ds(سطح عمود بر جهتاستوانه ي از) المان سطح مقطع٣ drdz      وˆds drdz  


   

dv                                  *المان ديفرانسيلي حجم در مختصات استوانه اي: rdrd dz  

  

  ژاكوبين در مختصات استوانه اي:

 
 

   
   

x x x

r z cos r sin 0
x, y, z y y y

J sin r cos 0 r
r, , z r z

0 0 1
z z z

r z

  
     

   
     
    

  
  

 

  



62 
 

  پس براي انتگرال گيري سه گانه پس از تغيير متغير طبق قضيه فوبيني خواهيم داشت: 

dv dxdydz J drd dz rdrd dz     

اس:  ب مق   ا

z

r
h 1

z


 




و   

r
h r


 




rو     

r
h 1

r


 




 

س  فرا رهای د   استوانه ای: در مختصات برداری عمل

با فرض f f r, , z   ميدان برداري به عنوان ميداني اسكالر و     r z
ˆˆ ˆF F r, ,z r F r, ,z F r, , z z     



,rسه متغيره ازتابعي ،مؤلفه هاي ميدان برداري مي باشندكه zFوFوrFكه در آن ه ايدرمختصات استوان , zباشد داريم:  

f     گراديان :    1 f fˆˆ ˆf r z
r r z

  
   

  


  

 لاپلاسين :   
2 2 2

2
2 2 2 2

f 1 f 1 f f
f

r r r r z

   
    

   
    

r      ديورژانس: z
r

FF F1 1
F F

r r r z
 

    
  

 
 

           كرل:

r z

ˆˆ ˆr r z

1
F

r r z
F rF F
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اه مختصات کروی (  )Spherical coordinate systemدست

از نقطه اي كه ميخواهيم مختصات  ρاين دستگاه به وسيله يك كره به مركز مبدأ و شعاع 
آن را نمايش دهيم تعريف مي شود. , ,    

ρ  :نقطه فاصله p  (مركز) شعاع(تا مبدأ( 

φ :زاويه op  (بردار مكان) با جهت مثبت محورz   

θ :تصوير زاويهop )op  ياr در صفحه (xy با جهت مثبت محورx  

براي نشان دادن مكان يك نقطه در اين مختصات مستقيما نقطه مبدأ را به آن نقطه مورد 
نظر متصل ميكنيم و مقدار مسافت طي شده در آن راستا براي رسيدن به نقطه مورد نظر را به عنوان مختص اول اعلام 

بر مختص به مركز مبدأ مشخص كرده ايم كه نقطه مورد نظر بر روي آن قرار ميكنيم. با اينكار يك كره را با شعاعي برا
دارد. براي بيان مختص دوم زاويه راستاي شعاعي اي كه در مرحله پيش طي كرديم را با جهت مثبت راستاي عمود بر 

ما ميگويد نقطه مورد صفحه مرجع را اعلام ميكنيم اين باعث مي شود كه ما يك مخروط را با اين كره تماس دهيم كه به 
نظر بر روي اين دايره خواهد بود. براي تعيين نقطه دقيقا روي اين دايره، راستاي شعاعي را بر روي صفحه مرجع دوران مي 

به دهيم و بدين شكل خطي در صفحه مرجع خواهيم داشت كه ميتوانيم زاويه آن با راستاي مرجع در صفحه تعيين كنيم. 
نيم صفحه كه در ادامه به طور عبارت ديگر مختصات يك نقطه در اين مختصات از تلاقي يك كره و يك مخروط و يك 

توجه كنيد كه هم قانون دست راست برقرار است و هم بايد البته در تمام اين موارد كامل بررسي مي كنيم بدست مي آيد. 
   زوايا را از خطوط مرجع درجهت پادساعتگرد سنجيد.

0            :ي حدود اين پارامترها عبارتند ازبراي پوشش كامل فضاي سع بعد 2     0و      0و       

                                              تگاه كروي به دكارتي :   وابط تبديل پارامترهاي دسر
   
   
 

x sin cos

y sin sin

z cos

   


   
   

                                   

  برخي روابط مهم در تبديلات بين دستگاه هاي كارتزين ،استوانه اي و كروي: *

 2 2r x y sin           2    و 2 2 2 2x y z r z       

  

    z
cos  


       و        r

tan
z

              و  y
tan

x
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   رويه هاي مهم در مختصات كروي:

0معادله ) ١    0كره اي به مركز مبدأ و شعاع.را نشان مي دهد 

  

0 )  معادله٢   اي(نيم صفحه اي)است عمود بر صفحهتوصيف كننده صفحه xy كه شامل محور z  و
 . سازدمي x راديان با قسمت مثبت محور 0اي به اندازهگذرنده از مبدأ است و زاويه

  

0معادله) ٣   يك نيم مخروط با محور تقارن محورz .و رأس مبدأ را نشان مي دهد   

  

ه ب ا   ردارهای 

ˆ:   افزايشبردار يكه در جهت  ê     

ˆ :  افزايش جهتبردار يكه در  ê       

ˆ:    افزايش بردار يكه درجهت ê     

  براي اين بردارهاي يكه داريم :   

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆe e e e e e 1            و   ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆe e e e e e 0                                                              

قرار دهيد و  عني اگر دست راست خود را در مركزم از قانون دست راست تبعيت ميكنيم يبراي تعيين جهت مثبت راستاي سو
شست شما جهت بگردانيد  ̂را در جهت افزايش مختصه دوم قرار دارد ̂راست را كه در راستاي  دستچهار انگشت 

  دهد.مي نشان را ̂مثبت مؤلفه سوم 

  همچنين براي ضرب خارجي اين بردارها داريم : 

  ˆ ˆ ˆe e e               وˆ ˆ ˆe e e              وˆ ˆ ˆe e e     

  :به كارتزين كرويتبديل بردارهاي پايه مختصات *

         
         
   

ˆ ˆ ˆˆ ê sin cos i sin sin j cos k

ˆ ˆˆ ê cos cos i cos sin sin k

ˆ ˆˆ ê sin i cos j
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 بردارها روابط زير برقرار است : نين براي اينهمچ

ˆde
ê

d


 


   و   
ˆde

ê
d





                           ˆ ˆe e         و    ˆ ˆe e ,         و    ˆ ˆe e ,     

 ان تغيير مي كنند با مشتق گيري از اين بردارها نسبت به زمان داريم :از آنجايي كه بردارهاي يكه با تغيير زم

   ˆde
ˆ ˆ ˆe sin e cos e

dt


           و 
ˆde

ˆ ˆ ˆe cos e e
dt


         و 

ˆde
ˆ ˆ ˆe e sin e

dt


          

A* نمايش هر بردار


ˆˆدر مختصات استوانه اي به صورت   ˆA A A A     


بردار مكان به صورت  نمايش و 
ˆr e 

 .مي باشد  

  :كروي*المان ديفرانسيلي طول در مختصات 

 

d d

d d

d sin d







  


  
    





و 
 

ˆd d

ˆd d

ˆd sin d







  
   
    








و    ˆˆ ˆd d sin d d     

 

  :كروي*المان ديفرانسيلي سطح در مختصات 

  ):كره(جانبي)خارجي  سطح( ρجهت سطح عمود بر) المان ١

   2ds sin d d         و   2 ˆds sin d d     


  

  (سطح جانبي مخروط): φ عمود بر جهت) المان سطح ٢

 ds sin d d           و  ˆds sin d d     


  

θ :  dsعمود بر جهت) المان سطح ٣ d d         وˆds d d    


  

    :كروي *المان ديفرانسيلي حجم در مختصات * 2dv sin d d d      

در هندسه دو بعدي زاويه را مي توان قوسي از يك دايره در نظر گرفت. در هندسه فضايي زاويه فضايي را  : فضايي زاويه*
نشان مي دهند و واحد آن استراديان است.زاويه فضايي جسم را بامي توان قوسي از يك كره در نظر گرفت كه آن 

متناسب است با مساحت بخشي از كره كه جسم پوشانده است تقسيم بر شعاع كره به توان دو 
2

S

R
   

در مختصات كروي جزء ديفرانسيلي زاويه فضايي برابر است با  d sin d d      
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  :كروي ن در مختصات ژاكوبي

 
 

           
           

   
 2

x x x

sin cos cos cos sin sin
x, y, z y y y

J sin sin cos sin sin cos sin
, ,

cos sin 0
z z z

  
          

   
             
      

  
  
  

 

 پس براي انتگرال گيري سه گانه پس از تغيير متغير طبق قضيه فوبيني خواهيم داشت:

 2dv dxdydz J d d d sin d d d           

اس:  ب مق   ا

         

           

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2

r x y z x y z
h , , sin cos sin sin cos 1

r x y z x y z
h , , sin sin sin cos 0 sin sin





             
                                 

                                                   





         
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2r x y z x y z
h , , cos cos cos sin sin

             
                                   



 

س در مختصات کروی :  فرا رهای د   عمل

با فرض f f , ,     ميدان برداري به عنوان ميداني اسكالر و      ˆˆ ˆF F , , F , , F , ,              


,تابعي سه متغيره ازكه مؤلفه هاي ميدان برداري مي باشند،FوFوFكه در آن كرويدرمختصات  ,  ريم:د دانباش  

گراديان :         
 

f 1 f 1 f ˆˆ ˆf
sin

  
    

     


  

       لاپلاسين :
     

2
2 2

2 2 2 2 2

1 f 1 f 1 f
f sin

sin sin

       
                    


  

ديورژانس :                    
2

2

F1 1 1
F F sin F

sin sin


 

 
      

       

 
  

كرل :               
 

 

 
2

ˆˆ ˆ sin

1
F

sin

F F sin F  
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اه مختصات  عدی  منطبق بر مس دست   (TNB)سه 

منطبق بر مسير در فضاي سه بعدي تعميمي از همان دستگاه مختصات 
دستگاه مختصات در فضاي دو بعدي است كه در واقع با اضافه كردن 

نشان مي دهيم سه تايي مرتب B̂كه با  بردار يكه سومي ˆ ˆ ˆT, N, B  يا

 t n bˆ ˆ ˆe , e , eكنج تشكيل مي دهد كه به آن  متعامد يك پايه راستگرد
اين دستگاه همان طور كه قبلا گفته شد .مي گويند ٤٦قاب فرنه يافرنه 

(متحرك) بوده و براي توصيف معادلات حركت مختصات منطبق بر مسير
كه براي مختصات منطبق بر مسير دو بعدي گفته شد در اين مختصات برقرار تمامي مطالبي يك ذره در فضا به كار مي رود.

   .پس از تكرار آن خودداري ميكنيم ستا

ه ا   بردار های 

که مماس  Unit tangent vector(                                                               :t (بردار 
ˆˆê t T   

كه در ادامه معرفي خواهيم  B̂يكه قائم اصلي (اول) و به برداربردار N̂در اين دستگاه چون دو بردار عمود داريم به بردار
  كرد بردار يكه قائم فرعي (دوم) مي گوييم.

که قائم اص  principal vector Unit                                                      : (n(بردار 
ˆˆ ˆe n N   

  

 )Unit Binormal vectorکه قائم فر (بردار 

B̂بردار يكه اي است 1كه همواره بر دو بردارT̂  وN̂                                :عمود استb
ˆ ˆ ˆ ˆê b B T N                     

با ضابطه tبر حسب پارامتر  cدر حالتي كه خم  r t
 بدون شده باشد اين بردار را مي توان به طور مستقيم و  پارامتري

ˆمحاسبه ˆT N به صورت   b 3

r r r rˆê t B t
r r r

 
  

 

      
    

 .آورد بدست 

راست تبعيت ميكنيم يعني اگر دست راست از قانون دست  B̂براي تعيين جهت مثبت راستاي
را در  قرار دارد T̂راست را كه در راستاي  دستچهار انگشت قرار دهيد و  Pنقطه خود را در 

 .دهدمي نشان را B̂شست شما جهت مثبت مؤلفه سوم بگردانيد  N̂افزايش مختصه دوم جهت

                                                           
46.Frenet’s frame 
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سه بردار t n bˆ ˆ ˆe , e , e كه كنج فرنه را پديد مي آورند متعامد و يكه اند و براي ضرب خارجي مانند
   دستگاه هاي ديگر داراي جايگشت دوراني اند و مي توان روابط زير را براي آنها در نظر گرفت:

t t n n b b t n t b n b
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆe e e e e e 1 , e e e e e e 0            

                                             

t n b n b t b t n
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆe e e , e e e , e e e       

  سه بردار ياد شده در فضا سه صفحه عمود بر هم را پديد مي آورند:

پديد مي آيد و N̂وT̂اين صفحه توسط بردارهاي: )Osculating plane(. صفحه بوسان۱
  است.B̂نرمال آن بردار

ل ديد مي آيد و نرماپB̂وN̂اين صفحه توسط بردارهاي : )Normal plane(. صفحه قائم۲
  .استT̂آن بردار

). صفحه راستگرد۳ N̂آيد و نرمال آن بردار پديد ميB̂وT̂اين صفحه توسط بردارهاي: )Rectifying palne((اصلا

  .است

  

   )Osculating circleدایره بوسان(

دايره اي است در صفحه بوسان كه از نقطه 0r t


روي منحني مي گذرد و بر  
برابرن در اين نقطه منحني مماس است. شعاع دايره بوسا 0t مركز اين دايره  و

همان مركز انحناي منحني در اين نقطه است كه در طرف تقعر منحني و روي 
د بر منحني قرار دارد و از رابطهخط عمو       c 0 0 0 0

ˆr t r t t N t 
 

 

اين  بر است.اين نقطه با انحناي منحني برادر  دايره بوسان انحنايبدست مي آيد. 
 دايره بيش از هر منحني ديگري به منحني نزديك است و بهترين توصيف را از رفتار منحني در نقطه مورد نظر دارد .

*اگر منحني به صورت y f x  بيان گردد آنگاه مركز دايره بوسان در نقطهp  به صورت
  زير بدست مي آيد:

 
     

      
 

2 2

c c

y p 1 y p 1 y p
x x p , y y p

y p y p
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 )Torsionتاب (

ي از پيچش خم است به عبارت ديگر تاب ميزان انحراف خم  از صفحه بوسان است.پس تاب را مي توان آهنگ تاب معيار

        :  نشان مي دهيم تاوو آن را با  چرخش بردار نسبت بيان نمود 
ˆdB

s
ds

          و     
ˆdB s ˆs N s
ds

  

با ضابطه tبر حسب پارامتر  cه خم در حالتي ك r t
 شده باشد تاب را مي توان به صورت زير محاسبه كرد: پارامتري  

 
   

2 2

r r r v a a
t

v ar r

   
  



       
  

  

0*اگر  باشد جهت حركت خم از صفحه بوسان به سمت (در جهت) بردارB̂ است. راستگرديا به عبارت ديگر است  

0براي منحني هاي مسطح همواره *  است.پس مي توان نتيجه گرفت سه بردارr , r , r
      هم صفحه خواهند بود اگر

 r r r 0  
    در حالت كلي در قسمت ضرب مختلط بيان شده بود. كه قبلا 

1باشد واحد تاب و انحنا mطول *اگر واحد

m
 است. 

ه اسا منح های فضا    قض

دو منحني مفروض باشند كه هر دو داراي انحناي2cو1cاگر sو تاب s باشند و همواره s 0   در اين صورت
اين منحني ها همنهشت اند يعني يكي را مي توان با حركات جسم صلب (انتقال و دوران) طوري تغيير داد كه بر ديگري 

  منطبق شود.

*اگر خميدگي هرگز صفر نشود شكل خم به وسيله توابع انحنا و تاب (   s , s .تعيين مي شود ( 

دو نتيجه مهم:  با فرض s 0  :  

0.اگر ١ و آنگاه منحني مورد نظر دايره است. عدد ثابت باشد   

0. اگر ٢  ك مارپيچ دوار است.و عدد ثابت باشد آنگاه منحني مورد نظر ي 

در واقع مارپيچ       r t a cos t , a sin t , bt , a,b 0 
  اگر انحنا ثابت باشد "را مي توان مثال نقضي براي گزاره

 .يان كردب "منحني دايره است
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  )Frenet-serretه (-فرمول های فرنه

ˆسه رابطه بين بردار هاي يكه ˆ ˆT, N,B و و: 

  پارامتري شده باشد: sاگر خم بر حسب طول قوس 

ˆ ˆ ˆdT dN dBˆ ˆ ˆ ˆN , B T , N
ds ds ds

         

فرمول هاي بالا را به صورت ماتريسي هم مي توان نمايش داد:                          

ˆ ˆT T0 0
d ˆ ˆN 0 N
ds

ˆ ˆ0 0B B

                         

  

 پارامتري شده باشد: t و اگر خم بر حسب پارامتر 

 ˆ ˆ ˆdT dN dBˆ ˆ ˆ ˆvN , B T v , vN , v v
dt ds ds

        
  

 

  (Space Curvilinear Motion)حرکت منح الخط در فضا 

  معادلات حركت درمختصات دكارتي:

بردار مكان :                                 x y z
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆr t r i r j r k x t i y t j z t k     

  

بردار سرعت :                                  x y z
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆv t r v i v j v k xi yj zk      

        

                            بردار شتاب :     x y z
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆa t r v a i a j a k xi yj zk       

        

2همچنين اندازه سرعت و شتاب از روابط مقابل بدست مي آيد: 2 2
x y zv v v v v   

2و 2 2
x y za a a a a   

  

 معادلات حركت در مختصات استوانه اي :
 

                              بردار مكان :                       r zˆ ˆr t re ze 
                                 

             بردار سرعت :               r r z z r zˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆv t v e v e v e re r e ze        
         

           بردار شتاب :           2
r r z z r z
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆa t a e a e a e r r e r 2r e ze           

       

2همچنين اندازه سرعت و شتاب از روابط مقابل بدست مي آيد: 2 2
r zv v v v v   

2و 2 2
r za a a a a   

  

  



71 
 

  معادلات حركت در مختصات كروي :

                             بردار مكان :                       ˆr t e 
                                  

بردار سرعت :                         ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆv t r v e v e v e e e sin e                
    

  بردار شتاب :                     ˆ ˆ ˆa t r v a e a e a e         
     

                2 2 2 2ˆ ˆ ˆa t sin e 2 sin cos e 2 sin 2 cos sin e                 
             

2همچنين اندازه سرعت و شتاب از روابط مقابل بدست مي آيد: 2 2v v v v    
  2و 2 2a a a a    

    

 

اه های مختصات استوانه ای ، کروی و  ه ای دست عت زاو اه ای یمس  بردار  ه دست ت    س

يك بردار است پس در  با توجه به قضيه اويلر ثابت مي شود كه دوران هاي كوچك بردارند در نتيجه سرعت زاويه اي 
ˆ بردار هاي يكهرا در نظر بگيريم كه  xyzاگر دستگاه اينرسي دستگاه اينرسي قابل بيان است.  ˆ ˆi, j, k  پايه ثابت در اين

1هاي پايه با بردار a گاه بردار سرعت زاويه اي دستگاه آندستگاه باشند  2 3
ˆ ˆ ˆa ,a ,a سبت به دستگاه اينرسي  كه نxyz   مي

  د از رابطه زير بدست مي آيد:چرخ

     2 3 1 3 1 2 1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆa a a a a a a a a     

     

  مختصات استوانه اي به صورت زير بدست مي آيد :  براي مثال بردار سرعت زاويه اي دستگاه

3
ˆˆ ˆa z k       و   2

ˆ ˆˆâ sin i cos j           و   1
ˆ ˆˆ ˆa r cos i sin j      

3â z 0     2و
ˆˆ ˆa r         1و

ˆˆ ˆa r      

     ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆr k r 0 k k        
     

   مي باشد:ير زصورت مشابه بردار سرعت زاويه اي در دستگاه كروي به صورت  به

   ˆ ˆ ˆcos e sin e e       
     

bو بردار سرعت زاويه اي در دستگاه منطبق بر مسير به صورت  b

vs
ˆ ˆe e  

 

.مي باشد  

*بردار
 د.عمود بر صفحه دوران بوده و جهتش از قاعده دست راست پيروي مي كن  
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ل مشتق اول د    :ت

Aنشان دهيم آنگاه مشتق اول هر برداري مانند  bرا با  xyzو دستگاه مرجع  aرا با XYZاگر دستگاه مرجع 


به  bو aدر 

bواسطه رابطه رو به رو به هم ربط دارند:                      
a

a b

dA dA
A

dt dt

   
     

   

    

bكه در آن 
a


  سرعت زاويه اي دستگاهb  نسبت بهa .است  

يكي از كاربردهاي رابطه بالا محاسبه مشتق بردارهاي يكه دستگاه هاي مختصات استوانه اي و كروي نسبت به دستگاه 
هاي سرعت و شتاب را در اين  دستگاه ها بدست آورد. براي مثال  است و با استفاده از آن مي توان فرمولكارتزين  اينرسي

rبردار مكان در دستگاه استوانه اي به صورت 
ˆˆr re zk 

  مي باشد براي محاسبه بردار سرعت بايد از اين بردار نسبت به
  زمان (از منظر دستگاه اينرسي) مشتق بگيريم:

r r
ˆˆ ˆv re re zk  

           r

dr d d ˆˆre zk
dt dt dt

 


 

k̂را نسبت به دستگاه اينرسي بدست بياوريم . با توجه به اينكه rêحال بايد مشتق  
   :بدست مي آيد  

r
ˆˆ ˆv re r e zk   

        r r r
ˆˆ ˆ ˆ ˆe 0 e k e e      

    

  

  

  

  

  

ات و * ه ما   ت  جا ه  ا ا ت  یات ا ت ریا یک  کا   م

م* ی  ی  یات  ی ریا د    کار

                                                                                   "داوينچي لئوناردو "
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ی ات المان گ   ن

ه جزء (المان1   ): .مرت

تا حد امكان جزء ديفرانسيلي با مرتبه پايين تر را بايد انتخاب كرد چراكه انتگرال گيري آن راحت تر 
dvبه جاي مخروطي  باشد.مثلا براي شكل dxdydz  2ازdv r dy   استفاده شود چراكه با

  .گانهيو با فرض المان دوم انتگرال  فرض المان اول نيازمند انتگرال گيري سه گانه هستيم

2 :   .پیوست

در صورت امكان جزء را طوري انتخاب ميكنيم كه بتوان از آن طي يك مرحله پيوسته انتگرال گرفت و اين انتگرال كل 
  شكل را پوشش دهد. (يعني مجبور نشويم دو يا چند انتگرال بگيريم)

الا که مقادیر 3 ه  ف نظر از جمله های مرت ار کوچک دارند: .   س

1مثلا در المان رو به رو صرف نظر از 
dxdy

2
dAونوشتن المان سطح به صورت صرفاً   ydx  

اه مختصات مناسب4   .انتخاب دست

از دستگاه مختصاتي استفاده مي كنيم كه به بهترين صورت با مرزهاي شكل سازگار است.مثلا براي 
  هاي دايروي دستگاه قطبي مناسب تر است.شكل 

  

ی  بر از المان رد گ ار   های پر

  

  .المان طول حلقه نازک دایروی١

همان طور كه در شكل نشان داده شده است المان طول براي يك حلقه نازك دايروي به 
dصورت  rd ان مقابل به مي باشد كه براي اثبات مي توان آن را معادل با طول كم

  در نظر گرفت. dزاويه
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  .المان سطح قطاع دایروی٢

dAاز المان سطح در مختصات قطبيبه غير  rdrd  در مسائل منجر به انتگرال دوگانه مي شود داريم: كه 

0الف)مطابق شكل المان به صورت   0dA 2 r dr  .مي باشد  

ب)مطابق شكل المان همان قطاع به فرم ديگر
2r

dA d
2

  .مي باشد  

روش اول اثبات : مي دانيم كه مساحت قطاع از رابطه 
2r

A
2

   بدست مي آيد در نتيجه
2r

dA d
2

   

يم مساحت آن به صورت روش دوم : اگر المان رو به رو را يك مثلث فرض كن  1
dA r rd

2
   بدست

  مي آيد.

سک). ۳ ک سطح دایروی (د  المان سطح 

dAاز مختصات قطبي داشتيم كه در حالت كلي :  rdrd      

  كه در انتگرال گيري منجر به انتگرال دوگانه مي شود. ٢يك المان از مرتبه 

تغيير مي كند در 2تا 0از تفاوتي ندارد)(يا  كار داريم پس حال چون با دايره سرو
dA نتيجه خواهيم داشت :                            2 rdr   

dA :      ين المانبراي بدست آوردن ادوم  روش 2 rdr       2A r  

را در قطر  المان سطح بايد طول المان (محيط نوار دايروي) نبراي بدست آورد سوم روش 
                       :آن ضرب كنيم dA 2 r dr 2 rdr                                          

  استوانه و مخروطهای .المان ٤

  :  الما برای سطح جان استوانه

lateraldsبا توجه به المان هاي ديفرانسيلي مطرح شده در مختصات استوانه اي داريم :  rd dz  

lateralds: در نتيجه است 2تا  0از  تغييرات  ثابت و rچون استوانه كامل را بررسي ميكنيم پسحال  2 rdz   

          *با انتگرال گيري مي توان فرمول مساحت جانبي استوانه را بدست آورد:
h

0

s 2 rdz 2 rh    

جانبي برابر است با محيط قاعده المان استوانه  وان قائل شد كه مساحتتعبير ديگري نيز براي مساحت جانبي استوانه مي ت
sاي ضرب در ارتفاع استوانه يعني :  2 r h   



75 
 

  : الما برای سطح جان مخروط

  نظر بگيريم ، طبق قضيه تالس داريم :مقابل را در مخروط اگر 

                       dx dr
R


            Rdx dr        Rx r           x r

R



       

lateralds        حال داريم :                                                 2 rdx    

  *با انتگرال گيري مي توانيم فرمولي براي مساحت سطح جانبي مخروط بدست آوريم :

R 2

lateral

0

R2 r
s 2 rdx 2 r dr R

0R R 2

 
       

 
 

    

  : المان حجم استوانه

dvالمان حجم در حالت كلي در درستگاه استوانه اي  rdrd dz  . بود  

  حائز اهميت باشدrحجم در مختصات استوانه اي:اگر انتقال فقط در جهت  المانحالت خاصي از الف)

يك المان به فرم مقابل در نظر مي گيريم. مي دانيم مساحت براي بدست آوردن المان حجم استوانه 
rA) از رابطه rجانبي استوانه (سطح عمود بر جهت  2 rL  مان بدست مي آيد حال با توجه به شكل ال

rdv   حجم به صورت مقابل بدست مي آيد: A dr 2 Lrdr    

  حائز اهميت باشدθحالت خاصي از المان حجم در مختصات استوانه اي:اگر انتقال فقط در جهت  ب)

يك المان به فرم مقابل در نظر مي گيريم.مساحت سطح عمود بر براي بدست آوردن المان حجم استوانه 
A از رابطه θجهت  R L   بدست مي آيد . آنگاه المان حجم به صورت زير خواهد بود 

dv A d R Ld     

  حائز اهميت باشد zاگر انتقال تنها در جهت  حالت خاصي از المان حجم در مختصات استوانه اي:) ج

. از قبل مي  كه شعاع آن ثابت است نظر مي گيريميك المان به فرم ديسك در براي بدست آوردن المان حجم استوانه  
2از رابطه  )z(سطح عمود بر جهت دانيم كه مساحت سطح مقطع آن

zA R  حال  بدست مي آيد
اين مساحت ديسك ضرب كنيم و اگر  براي بدست آوردن المان حجم كافيست المان ارتفاع را در

2نشان دهيم خواهيم داشت: zارتفاع را با محور
zdv A dz R dz    
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فرمول حجم استوانه را بدست آورد: با انتگرال گيري به راحتي مي توان*
h

2 2

0

v dv R dz R h        

  حال همين تفسير را براي مخروط نيز مي توانيم بيان كنيم : 

2dvاست پس داريم :  zدر شكل ارتفاع در جهت محور  r dz   

 *به طور مشابه مي توان فرمول حجم مخروط را نيز بدست آورد : 

hبا استفاده از قضيه تالس داريم:  
dz dr

R
  Rdz hdr    Rz hr      z r

h R
    

پس با توجه به المان حجم داريم:   
R 3

2 2 2

0

Rh h r 1
v dv r dz r dr R h

0R R 3 3

 
        

 
     

  

  مخروط ناقص . ۵

  المان طول مخروط ناقص:

با توجه به شكل داريم:                              a r
tan

d d
  

 
 

d
d dr

a
     ad d dr           a d r d  

 *محاسبه حجم مخروط ناقص: 

aLبا توجه به شكل داريم : 
d

b a



    d b a aL     ad aL bd      a b

tan
d d L

  


   

Lدر نتيجه با توجه به المان بدست آمده در قسمت قبل داريم: 
d dr

b a



  حال با در نظر گرفتن المان حجم

2dv r d   بدست مي آيد :ناقص يري حجم مخروط و انتگرال گ   

 
b 3 3 3

2 2 2 2

a

bL L r 1 b a L
v dv r d r dr L b ab a

ab a b a 3 3 b a 3
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ک لاس و توابع هارمون   معادله لا

وزيع دماي حالت تاست كه در مدل سازي كميت هاي مختلف مانند  "بيضوي"يك معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي 
 ارد.پايدار، شارش سيال ها و ميدان هاي پتانسيل الكتريكي و مغناطيسي كاربرد د

2fفرم كلي اين معادله به صورت   0   است كه در آن 1 2 nf f x , x ,..., x   يك تابعn .متغيره اسكالر است  

 معادله لاپلاس در مختصات كارتزين:

با فرض  f f x, y  بعدي داريم:                                       ٢در حالت  xx yyf f 0       يا
2 2

2 2

f f
0

x y

 
 

 
    

و با فرض  f f x, y, z                       : در حالت سه بعديxx yy zzf f f 0        يا
2 2 2

2 2 2

f f f
0

x y z

  
  

  
  

با فرض  u u r,  2  ات قطبي به صورت رو به روست:معادله لاپلاس در مختص
rr r 2

1 1
u u u u 0

r r       

با فرض  u u r, , z  : 2             معادله لاپلاس در مختصات استوانه اي
rr r zz2

1 1
u u u u u 0

r r        

با فرض  u u , ,     :معادله لاپلاس در مختصات كروي  

 
  

2
22 2

cot2 1 1
u u u u u u 0

sin
    


      

    
        

به تابعي كه داراي مشتقات جزئي پيوسته مرتبه دوم باشد و در معادله لاپلاس صدق كند (لاپلاسين آن صفر باشد) تابع 
اين توابع از هر مرتبه مشتق دارند و تحليلي اند و فقط روي مرز دامنه خود  مي گويند. توافقييا  ٤٧هارمونيك، همساز 

  داراي ماكسيمم و مينيمم اند.

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
47.harmonic 
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  پیوست

لات  د اه های مختصاتخلاصه ت های دست   ارم

ن  استوانه ای  کروی   ارت
    از     

                   
  ه

   x sin cos     

   y sin sin     

 z cos    

 x r cos   

 y r sin   

z z  
ن  -   ارت

 r sin    

 z cos    

    
-  

2 2r x y   

1 y
tan

x
     
 

  

z z  

  استوانه ای

-  

2 2r z    

1 r
tan

z
     
 

  

    

2 2 2x y z     

1 y
tan

x
     
 

  

2 2
1 1

2 2 2

x y z
tan cos

z x y z

 
   
     
       

  

  کروی

 

اه های مختصات ه دست ا لات بردارهای  د   خلاصه ت

k̂  ĵ  î  
ن   ارت

          استوانه ای    

0   sin    cos   r̂  

0   cos    sin   ̂  

1  0  0  ẑ  

  

  

  

  

  

  مختصات كروي به صورت زير خواهد بود : هاي پايه بردار بر حسب  îبراي مثال بردار 

         ˆ ˆˆ ˆi sin cos cos cos sin          

̂  ̂  ̂  
  کروی

  استوانه ای     

0   cos    sin   r̂  

1  0  0  ̂  

0   sin    cos   ẑ  

k̂  ĵ  î  
ن   ارت

  کروی                    
 cos      sin sin      sin cos   ̂  

 sin      cos sin      cos cos   ̂  

0   cos    sin   ̂  
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ل  د س های ت اه های مختصاتک بردار در مات   دست

  در واقع ماتريس تبديل همان تبديل بردار هاي يكه است كه در جدول بالا آمده است.

  

  ماتريس تبديل مختصات كارتزين به استوانه اي و برعكس:

   
   

x r

y

z z

A cos sin 0 A

A sin cos 0 A

A 0 0 1 A


      
          
        

            و                 
   
   

r x

y

z z

A cos sin 0 A

A sin cos 0 A

A 0 0 1 A


     
           
        

  

  

  و برعكس: كرويماتريس تبديل مختصات كارتزين به 

         
         

   

x

y

z

A sin cos sin sin cos A

A cos cos cos sin sin A

A sin cos 0 A







        
              
          

   

         
         

   

x

y

z

A sin cos cos cos sin A

A sin sin cos sin cos A

A cos sin 0 A







         
             
          

  

  

  ماتريس تبديل مختصات كروي به استوانه اي و برعكس:

   
   

r

z

A sin 0 cos A

A cos 0 sin A

A 0 1 0 A



 



     
           
        

و                            

   

   

r

z

A sin cos 0 A

A 0 0 1 A

A cos sin 0 A
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   لاصه فرمول های خم خ

  

  

  

  

  
ی بر حسب طول قوس   ارام

S 
ارام  ی بر حسب              ارام

t  

که    مماسبردار   dr
T̂ s

ds



    r v

T̂ t
vr

 
 

  

  انحنا 
2

2

ˆdT d r
s

ds ds
  


    3 3

r r v a
t

vr

 
  

   


  

) اول که قائمبردار    (اص       
ˆ1 dT

N̂ s s r s
s ds

   



   

ˆ ˆT T
N̂ t

ˆ rT
 



 
   

که  ) قائم دومبردار    (فر     ˆ ˆ ˆB s T s N s     3

r r r r
B̂ t

r r r

 
 

 

      
    

  

  تاب     
ˆdB s ˆs N s
ds

    
 

2

r r r
t

r r
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Mahdi shahrajabian 
********************  

  

 

سعادت برساند يخود را به بلندا                                        آنكس كه بداند و بخواهد كه بداند  

دشرف از گنبد گردون بجهان اسب                                          كه بداند و بداند كه بداند آنكس  

د!تشنه بمان يآب است ول يكوزه  با                                      بداندكه بداند و نداند كه  آنكس  

!!به مقصد برساند شيخرك خو لنگان                                    كه نداند و بداند كه نداند آنكس  

!ا ز جهالت برهاندو تن خود ر جاند                                     كه نداند و بخواهد كه بدان آنكس  

!!جهل مركب ابدالدهر بماند در                                             كه نداند و نداند كه نداند آنكس  

 آنكس كه نداند و نخواهد كه بداند                              حيف است چنين جانوري زنده بماند!!!٤٨

 

  

     

                                                           
اس شده است اما بر شاعر آن ر معراج السعادة کتاب .این شعر از ۸۴ " اقت  احمد نرا

ّ
سته اند. "م ا "مولانا" دا  " م ا "ابن   


